Matematika szigorlat G (A3) — 2019. februar 14.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha zq1 = r1(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa + i sin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Definiélja, hogy mit jelent, hogy az f fiiggvénynek —oo-ben a hatdrértéke A € R.

Megoldas. Ve > 03K € RVz < K : |f(z) — A] <.

. Mondja ki Rolle tételét.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté, és tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b). Ekkor létezik ¢ € (a,b), amire f'(c) = 0.

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?

Megoldads. ag + Zflo:l (an cos %T”x + b, sin 27%‘;10), ahol
1 T
ag = ?/0 flz)dx
2 [T 2
ap, = T/o f(z)cos %xdx

2 (T 2
bn:?/o f(x)sin%nxdx

. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megolddsa? Adjon feltételt az

egylitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Akkor 1étezik megoldés, ha az egyiitthatématrix és a kib6vitett matrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a k6z6s rang megegyezik az ismeretlenek szamaval.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (20, %o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(wo,y0) + f1(w0,90)(x — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-

Ismertesse a feliileti integral kiszamitdsanak modjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett iranyitott feliilet, u : R> — R3 vektormez6. Ekkor u
feliileti integralja a felileten [, 81‘((91:1;) 81‘((31:},1)) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha W X W
a feliilet irdnyitdsanak megfelel6, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldas. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
a8 s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 alakt differencidlegyenlet egzakt D C R%-en, ha létezik u: D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = a%u(m,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q)

Definiédlja a Lipschitz-folytonossig fogalmat.

Megoldds. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
x,2’ € Resetén |f(x) — f(«')] < Lz — 2'|.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét
an =vVn—1(vVn+1-+/n)
99" + n% —
" nl 4999 — 9/n

Megoldas.
lim a, = lim vn—1(vV/n+1—+yn)= lim \/ﬂ—lu
. 1-5 1
= lim =5
n 99 _ . n n 99" | n®
lim b, = lim 9 +nT—nt lw—n"w - oo
n—o0o n—oo n! + 9999 — 99/n n—oo n! 1+ 99?9 _ n

n n!

2. Végezze el az f(z) = ze'/® fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.
Megoldds. Dy = R\{0}, nem paros, nem péaratlan, nem periodikus, nincs zérushely. A hatérértékek (¢t = 1/x
helyettesitéssel)

lim f(z) = lirﬂrzl zel/T = o0
T—>T 00

r—+o0
ot
lim f(z)= lim ze'/* = lim — = oo
z—0+ z—0+ t—oo t

t
lim f(z)= lim ze'/* = lim e =0,
z—0— z—0— t——oo t
a derivaltak

1/x
f’(l’)zel/m*e :el/z <11>

X

1/z 1 1 el/w
" _ l/zie 1— = 1/1:7:7
= (=) (1-3) v =S

f! zérushelye 1, f” sehol nem 0. Az el8jelek:

f s X \ min /
i + X | - 0 +
f" - X| + + +
lim M = lim eY/* =1
r—t+oo I r—+oo
t
. T 1/z 1 e —1 _

tehat van ferde aszimptota, az egyenlete y = x + 1 (mindkét irdnyban).
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3. Szamitsa ki az aldbbi sor konvergenciatartomanyat és Osszegfiiggvényét.
o0
Z (71)71 I2n
= 2n+1
Megoldds. A Cauchy-Hadamard-tétel alapjan: (ay, jeloli 2* egyiitthatéjat)

. . , L1
7~ msup Ve = lim H/loan| = lim H/ 5o =1

tehat a konvergenciasugar R = 1. A két végponton a sor

— (-1)"
1;) 2n+1’

ami Leibniz tipust, tehdt konvergens. A konvergenciatartomény tehdt [—1,1].
Az 6sszeg kiszdmitdsa mértani sor Osszegzésére vezethetd vissza:

d - <_1)n 2n | _ d - (_1)n 2n+1 | _ - 2\n __ 1
dx <x22n+1x >_dx (ZZn—&—lx _Z( ) T 1422

n=0 n=0 n=0

ebbdl integralassal adédik, hogy

i (—=1)"  arctanx
n=0

m+1 T

4. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

eV
/ / sin(z?) dz dy
0 Y

Megoldds. Fubini tétele szerint a kétszeres integral megegyezik a kétvaltozos fiiggvény integraljaval az alabbi
tartomanyon:

{@y)eRP0<y<vVmy<a<vVr}={(z,y) eR*|0<2</m,0<y<az}.

Az utébbi megadast felhasznalva cseréljik fel az integralokat:

VE VR VE pa v .
/ / sin(z?) dz dy = / / sin(z?) dy dz = / [ysin(2?)] _odz
0 Y 0 0 0 v=
I

z=ym

1
= / rsin(2?) dz = {— cos(xz)} =1.
0 2 =0
5. Potencidlos-e az u(x,y) = 2 i+ 2y j vektormez6 (z% + y? # 0)? Ha igen, adja meg egy potenci-
: ’ x2 + y2 x2 + y2 ' ’
alfiiggvényét.
Megoldas.
0 2z dzy 0 2y

Jyary? (22 4y2)? Ozalty?

tehat mindenhol 1étezik lokalis potencialfiiggvény. A komponensfiiggvények integralasibol azt kapjuk, hogy
ha f potencidl, akkor

fla,y) = / ua(€.) A€ = log(z® + 42) + 2 (9)
fay) = / wy(,m) dy = log(a? + 42) + e ().

A két alak dsszevetésébdl f(z,y) = log(x? + y?) + C, ennek az origén kiviil mindenhol u a gradiense.

6. Hatarozza meg a 2xy’ — y = 3z differencidlegyenlet altaldnos megoldasat a (0, o0) intervallumon.



Megoldas. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, el6szor a hozzé tartozdé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvalaszthato:

y 1

y 2z
ebbdl integralassal In |y(x)| = %lnx + C, azaz y(z) = Cy/z. Az inhomogén egyenlet megolddsdhoz hasz-

ndlhatjuk az allandék varidldsénak moédszerét. A megolddst y(z) = c(z)\/z alakban keressiik, y/(z) =
d(z)/x + c(az)ﬁ, ezeket behelyettesitve az egyenlet

2xc (x)\/r = 322,

amibél ¢ (z) = 22'/2, integrélssal c(z) = 2%/? + C. Az 4ltaldnos megoldas tehit y(z) = 22 + C/z.

. Hatarozza meg a kovetkez6 fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

fz) =

cosx haO0<x <27
1 ha 27w < x

Megoldds. A fiiggvény korlatos, tehat a Re z > 0 félsikon 1étezik a Laplace-transzformalt. A kiszamitdshoz
szlikség van cos(x)e™** primitiv fiiggvényére:

/ cos(z)e—* dz = sin(z)e>" — / sin(z)(—2)e~*" dz
=sin(z)e ** + z <— cos(z)e ¥ — /(— cosx)(—z)e " dm)
— sin(z)e~*" — 7 cos(z)e=® — 2 / cos(z)e=" dz.

Ebbdl atrendezéssel

1
/cos(x)e_” dz = T2 e *¥sinx — H%e_zx cosx +C
adodik.
00 27 o'}
(LNH(z) = / f@)e **dx = / cos(x)e™** dx +/ e **dx
0 0 27
1 5 =27 =7 xz=b
= |——=e *sine — ——e **cosz + lim
1+ 22 1+ 22 weo  booo | —2 | oo
—2mz
? —2mz €
ST Uk R



