Matematika szigorlat G (A3) — 2019. méjus 30.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 1+ v/3i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, ¢ € R. 1+ /3i = 2 (% + §z> =

2(cos § +isin §).

. Hogyan jellemezhetd egy kétszer differencialhaté fiiggvény konvexitasa a masodik derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R kétszer differencidlhaté fliggvény pontosan akkor konvex, ha f” nemnegativ.

. Irja fel az f figgvény xo € D¢ pont koriili n-ed foktu Taylor-polinomjat.

X P (o)
Megoldds. Z T(m — o).
k=0

. Definiélja a Leibniz-tipust sor fogalméat. Adjon példat is réa.

Megoldds. > "

n=n

Yasa (=1

, @n Leibniz-sor, ha a tagok véltakozé el6jeliiek, |a,| monoton csdkken és |a,| — 0. Példdul

. Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergenciajanak fogalmat.

Megoldds. Egy f, figgvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatérértéke ott f, ha VeINy € NVaVn > Ny : |f(z) — fu(z)] <.

. Irja fel a sik orig6 koriili o szogli forgatasanak a métrixat a szokasos i, j bazisban.

Megolddas. [098 @ —sin a}
sina  cosa

Ismertesse egy folytonos vektormezo feliileti integréljanak kiszamitdsanak modjat folytonosan differencial-

hato fiiggvénnyel megadott feliillet mentén.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R3 paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R? — R? vektormezd. Ekkor

u feliileti integrélja a feliileten [}, % X Wu(r(u, v)) dudv médon szdmithatd, ha % x Orluw)

ov
irdnya a feliilet irdnyitasdnak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 95, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / u-dr = rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(20,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzforméltjét.

Megoldas. (Lf)(z) = fooo f(z)e **dx, Lf értelmezési tartomdnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét

an:\/n2—|—7n+1—\/n2—n+9
b — 2 n?+4n \"
" 2n2 —n+3

Megoldds.

lim a, = lim \/n2+7n+1—\/n2—n+9
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2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

/ 423 — 1022 + 25
x4 — 423 + 5?2

2n2—ny3 ] ™

dx

Megoldds. Az integrandus raciondlis tértfiiggvény, a nevezd x%(z? — 4x + 5), a masodik tényezének nincs
valés gyoke. A parcidlis tortekre bontashoz

47 — 1022 4+25 A B C+ Dz

ot — 4234522 x 2?22 —da+5
mindkét oldalat megszorozzuk a kozds nevezével:
4a® —102% + 25 = Ax(2? — 42 + 5) + B(z? — 42 + 5) + (Cz + D)x?
= (A+ D)2 + (—4A+ B+ O)z* + (5A — 4B)x + 5B.

tehat
4=A+D
—-10=—-4A+B+C
0=5A—-4B
25 =5DB.
Az egyenletrendszer megoldasa B =5, A =4, D =0, C =1, tehét
4z — 1022425 4 5 1 4 5 1

xt — 43 + 5z2 _x+m2+x2—4x+5:;+?+(a:—2)2+1'

Az integral ennek alapjan

423 — 1022 + 25 4 5 1 5



3. Hatarozza meg a
'I’L n

oo

hatvanysor konvergenciatartomanyat.

Megoldas. Elészor a konvergenciasugarat hatarozzuk meg a Cauchy—Hadamard-tétel segitségével.

1 ) 2n
— =limsup [/ —— =2
R n— o0 TL2 + 1
Megvizsgaljuk a konvergenciat a végpontokban. Ha z = —%, akkor a sor

STy e
n2 + n2+1
ami Leibniz tipust, tehat konvergens. Az = = % pontban viszont
(g 1 11
VviZ+1l  Vn2+1 7 V2n’

tehdt az Osszehasonlité (vagy minordns-) kritérium alapjan az eredeti sor divergens, mivel a harmonikus
sorral tagonként alulrél becstilhetd. Eszerint a konvergenciaintervallum [—%, %)

4. Oldja meg az X A = B egyenletet, ha

-2 2 -1 1 -5 1
A=11 0 1 és B=|2 -7 =2
-1 1 0 -7 4 -6

Megoldds. Ha A invertalhatd, akkor X kifejezheté az egyenletbél X = BA~! médon. Meghatérozzuk az
inverz métrixot (ha létezik):

-2 2 —1]1 0 0 0 1]0 1 0] sst2sa[1 0 1]0 1 0
10101051“5222—110053I81021120
11 010 0 1 -1 1 0 0 1 01 1]0 1 1
10 1/0 1 0 1 0 001 0]s+ss |1 0 011 1 =2
20% 00 01 100 1 1] 2= |0 1 01 1201 o1 1 -1
0 2 1/1 2 0 0 0 110f2 00 —-1|1 0 -2
L[t oo 1 -2
=CY00 1 0l 1 1 -1
00 1]-1 0 2

1 -5 1 1 1 =2 -5 —4 5
X=BA'=|2 -7 =2 1 1 -1|=1]-3 -5 -1
-7 4 -6 -1 0 2 3 -3 -2

1+2zy—2z2

5. Potencidlos-e az u(z,y,z) = i+ v1+22j —v/1+ 22k vektormezé? Ha igen, adja meg egy

V1422

potencialfiiggvényét.
Megoldas. A vektormez6 az egész téren differencidlhatd, tehat pontosan akkor potencidlos, ha a rotacidja
azonosan 0. Szamoljuk ki a parcialis derivaltakat:

1+zy—x2
8( \/111-2 ) o oV1 + z?
Jy V1+ 22 Oz
l+ozy—xz
() . a Vi)
0z V1422 Ox
oV14a? O(—v1+ z?)

0z =0= Oy ’




tehéat a vektormezd potencidlos. Egy potencidlfiiggvény
T Y z
fa) = [ ue0.0de+ [Cuenoans [ ueoou

:/ 1+x2d§+/ mdm/ (-V1+a2)a
arsinhz + (y — 2)v'1 + 2.

. Szamitsa ki az u(z,y,2) = (23 + 22y?)i + (222 + 222)j + (23 + 29%)k vektormezd integriljat az origd
kozépponti 2 egység sugard gomb feliiletén kifelé mutatd irdnyitas mellett.

Megoldas. Az integralt kozvetlentl is ki lehet szamitani, de a szamolas egyszeriibb, ha a Gauss—Osztrogradszkij-
tétel alkalmazasaval térfogati integralra vezetjitk vissza. Ehhez ki kell szamolni a divergenciat:

o3 +2xy?)  O(x%z+x2%) (2% + 29?)
+ +
ox y 0z
=32% +2y> + 0+ 32" + > = 3(a® +y* + 2°)

divu(z,y,z) =

A keresett integral megegyezik a divu skaldrmezé origd kozépponti 2 egység sugari gombon vett térfogati
integraljaval. Ennek szdmoldsdhoz érdemes gombi koordindtdkat haszndlni: r(r,d,¢) = rsindcospi +
rsindsin ¢j + r cos ¥k, a Jacobi-determindns 2 sin 4, divu(r(r,9,¢)) = 3r2, az integralasi tartomanyt a
0<r<20<9<m, 0<p <27 egyenlétlenségek hatiarozzdk meg. Az integral tehat

/ u-dA = / divadV
av
27 T 2
/ / / 3r2r?sinddrddde = 3- 277/ sinﬁdﬂ/ rddr
0 0 0

32 384
= 67 [— cos Vg T— =127 — = —m.
5, 5 5
. Hatdrozza meg az y" + 5y’ + 6y = ze~2* differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% 45X +6 = (A +2)(A+3), tehat a gyokok —2 és —3. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae 2% + Be 3%,
Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(x) = 2(Cy + C1z)e 2% alakban. A derivaltak

y'(z) = (Cy — 2Coz + 2012 — 2C 1 2°%)e*

y'(x) = (—4Cy + 20 + 4Cox — 8Chx + 4C12%)e ™27,

az egyenletbe behelyettesitve
(Co + 20, 4 2C12)e %" = ze™2®

adédik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha Cy+2C; = 0 és 2C; = 1. Az egyenletrendszer megoldasa Cp = —1,
C1 = %, tehét az inhomogén egyenlet &ltaldnos megolddsa y(z) = —ze 2% + 122e72% 4 Ae~2% + Be 5.



