Matematika szigorlat G (A3) — 2019. jdnius 6.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definialja, hogy mit jelent az, hogy az f fliggvénynek az zy € R pontban a jobboldali hatarértéke —oo
Megoldds. VK € R3§ > OVx € (2o, 20 +0) : f(z) < K.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
F(0)—f(a)

amire f'(c) = S5—

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozdé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor fab f(x)dz = F(b) — F(a).

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.

Megoldds. A Y " ay sor abszolit konvergens, ha Y >°  |ay| konvergens. Példdul Y7 (—=1)"+.

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. AV halmaz a + : V. xV — V és - : Kx V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,f € K:a- (8 -v) = (aff) -v, és Yu,v € V,a,5 € Kesetén (a«+ ) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (2o, o))

pontban érinti.
Megoldds. z = f(x0,y0) + fr(%0,y0)(® — x0) + £, (20, Y0) (¥ — ¥o)-
Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszerli vagy egyszeresen osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 alakt differencidlegyenlet egzakt D C R%-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = %u(m,y) teljesiil.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

L—a®
m fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. A nevezd szigorian pozitiv, D¢ = R, pdros, nem periodikus. f(z) =0hal—2? = (1—-z)(1+z) =
0, tehat a zérushelyek +1. A hatarértékek

1. Végezze el az f(x) =

1 L1
lim f(z) = x =0,

im —————
z+oo ztoo I (?72 + 1)
Tehat y = 0 vizszintes aszimptota. A derivaltak

2) = —22(7+ 2?)? — (1 —22)2(7+2%)2z _ 2z(2? —9)

f(z) = (7 + 22) BNGETE
f//(x) - (2(1;2 -9+ 4x2)(7 + m2)3 — 256(;52 —9)3(7+ $2)22$ _ 6(1‘2 —21)(1 - 332)
(7+a2)° (7 + x2)4 )

f! zérushelyei 0 és 3, " zérushelyei &1 és v/21. Az el8jelek a kovetkez6 tablazat szerint alakulnak:

| (—oo,—Vv21) | =v21 | (—v21,-3) | =3 | (-3,-1) | -1 | (=1,0) | ©
N

f B infl min / infl s max
f! - - - 0 + + + 0
f - 0 + + + 0 - -
Lo Jn |1 @3] 3 |©Gv2D) | V2] (V21 o)
f | max A infl \ min / infl -
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
1
/ VzeV*® dz
0
Megoldds. x = t2, do = 2t dt helyettesitéssel, majd kétszer parcidlisan integralva
1 1
/ VreV* dz :/ 2t2et dt
0 0
L 1
= [2t%"], — / Ate' dt
0
1 1 !
_ 942t t t
= [22et]] - [4te]0+/0 st dt

= (26> — 4t + 4)e'], = 2¢ — 4.

3. Szamitsa ki a

oo
E n2z"
n=0

sorosszeget és a konvergenciatartomanyt.



Megoldds. A mértani sor ismert 6sszegébdl induljunk ki:

oo
E " =
n=0

ha z € (=1,1). Derivaljuk mindkét oldalt, szorozzuk meg z-szel, derivaljuk Gjra és szorozzuk meg ismét
x-szel:

Zm - ﬁ
Zm T
anxm - 11_;;)3

A konvergenciasugér egyik 1épéstél sem valtozik, a végpontokban (azaz ha x = =+1), a sor tagjai nem
tartanak nulldhoz, tehat a konvegenciatartomany (—1,1).

. Hatérozza meg az

1 1 -1
A=11 -4 1
3 —18 5

métrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl 4116 bazis (C felett)?
Megoldds.

1-x 1 ~1 1-x 1 0
det(A—A)=| 1 —4-Xx 1 |=| 1 —4-x —3-2
3 ~18  5-2A 3 18 —13—2A

=(1=NN=XA=2)—2A=4) =—N =222 41 -2) = —-(A=2)(\2 +1)
Ennek gyokei A = 2 és A = +i. Mivel minden sajitérték (algebrai) multiplicitdsa 1, 1étezik sajatvektorokbdl
allé bézis.
A )\ = 2 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok meghatdrozédsa:

-1 1 -1 -1 1 —1
1 -6 1|~|0 =5 0]~ [_01 _11 _01}
3 —18 3 0 —-15 0
igy (1 O —1]T tobbszorosei a sajatvektorok.
A=
1—14 1 -1 1 —4—q 1 1 —4—3 1 .
1 —4—i 1 |~]1—=i 1 —1|~0 6-3i -2+i N[(l) ’43” _11}
3 —-18 5—i 3 —-18 5—1 0 —6+3 2—1
fgy [14+i 1 S}T tobbszorosei a sajatvektorok.
Mivel a matrix elemei valésak, a A = —i-hez tartozoé sajatvektorok ezek konjugaltjai lesznek, azaz [1 -1 1 3} r

tObbszordsei.
. Integralja az f(z,y, z) = /2 — y? skaldrmez6t az y? + 22 = 1, v +y = 3 egyenletrendszerti gérbén.

Megoldds. A gorbe x = 0 sikra esd vetiilete az origdé kozépponti egységkor, amit ¢ — costj + sin tk médon
paraméterezetiink. Az y koordindta viszont a masodik egyenlet alapjan meghatarozza az x koordindtat,
tehat a megadott gorbe egy paraméterezése r(t) = (3 — cost)i + costj + sintk (¢ € [0,27]). A derivalt
abszolutértéke

|#(t)| = |sinti — sintj + costk| = V/2sin? ¢ + cos? t.



A skaldrmezé a gorbén kiértékelve

f(x(t)) = V2 — cos? t,

tehat a meghatarozando integral
27
[ras= [ sawliw)ar
0
2
:/ \/27C082t\/281n2t+C082dt
0

27
= / (2 —cos®t)dt
0

=47 — 7w = 3m.

6. Oldja meg az y' = £ (2 + ¥) differencidlegyenletet y(2) = 2 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet elsérendii explicit és a jobb oldal  fiiggvénye, emiatt u = £ helyettesitéssel vissza-
vezethet6 szétvalaszthaté differencidlegyenletre:

1 u 1
= = —u(2 == 1).
u xu( + u) - xu(qu )

Osszuk el mindkét oldalt u(u + 1)-gyel, majd integraljuk x szerint (parcidlis tortekre bontva):

1n|x|+0=/idx=/mdx:/dgg _u(zicl)(?de

_ B _ u(z)
=Inju(z)] —In|u(z) + 1] =In w@) + 1 ' ,
amibol
Cx
u(@) = 1-Cx’
azaz
Cx?
yl(z) = 1-Cx’

A kezdeti feltétel 2 = y(2) = 25, tehat C = .

7. Hatarozza meg az y"” + 6y’ + 5y = xze® differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.
Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 6\ +5 = (A+1)(A+5), tehat a gyokok —1 és —5. A homogén
egyenlet altaldnos megoldésa Ae™® + Be™5 (A, B € R).
Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = (Cp + Crx)e” alakban. A derivaltak

y'(z) = (Co + C1 + Crx)e”
y"(z) = (Co + 2C; + Cix)e”,

az egyenletbe behelyettesitve
(12Cy + 8C4 + 12C, x)e” = xe”

adodik, ez akkor teljestil minden z-re, ha 12Cy + 8C; = 0 és 12C7 = 1. Az egyenletrendszer megoldasa

Cy = _Tls’ C, = ﬁ, tehat az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(z) = —1—%6‘”+T12$e”“'+Ae_”J+Be_5”J.



