Matematika szigorlat G (A3) — 2019. jinius 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik x € [a, b], amire
flz) =y.

. Definidlja egy f fiiggvény xo pontbeli derivaltjat.

f(xo + h) — f(xo) vagy lim f(zo) — f(2)

Megoldds. lim
9 h—0 h z—z0 To—

. Mondja ki az egyvaltozés fiiggvényekre vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f; f(x)dz = F(b) — F(a).

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. AV halmaz a + : V. xV — V és - : Kx V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,f € K:a-(8-v) = (aff) v, és Yu,v € V,a,5 € Kesetén (a«+ ) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.
Megoldds. A Y7 nHni

an sor abszolit konvergens, ha Y77 |a,| konvergens. Példaul Y 7 (=1)" .

n=no

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer dlfferenmalhato kétvaltozds fiiggvénynek az (zo,yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

Megoldas. Ha f.(x0,y0) = fI(x0,y0) = 0 és f%‘( Z0:0)  fyz (%0, Y0) > 0, akkor az (x¢, yo) pontban lok4lis
Y xy(x(),yO) f (anyO)
széls6érték van.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencialhaté fiiggvénnyel megadott térgérbe ivhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.
a

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a 9V zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(20,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Definidlja az f1, fo, ..., fn : R = Relegendden sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldds. Az fi1, fa, ..., fn: R = R fiiggvények Wronski-determindnsa a

fi(z) faol@) o ful@)
fi(x) @) - fi)

o=\ A
V@) @) @)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét

a, =sinvn+ 1 —sin/n

b)
by = 71—
n? —3

Megoldds.
lim a, = lim sinv/n+1 —sinv/n

n— oo n—roo
v/ 1-— vV 1
= lim 2sin n+2 \/ﬁcos ntl+vn
n— o0

2
1 Vi 1
lim 2sin )COS n+2+\/ﬁ:

n—00 2(vn+14++/n

mivel a sin folytonos, az argumentuménak 0 a hatarértéke, a cos pedig korlatos.

‘ 5
lim b, = lim *"\/1— 5~
n— 00 n—00 n¢—3

. 5 n?/3
= lim (1-—
n—00 n2—3
2

n?-3 3(73573)
= lim l(l— 25 ) ]
n—00 n¢—3

_ (675)1/3 _ 675/3.

0,

2. Végezze el az f(x) = eV fliggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushelye. A hatarérték

. 3
lim eV® =

Tr—r 00

. 3

lim eV = 0.
r—r —0Q

A derivaltak
F(w) = e ¥ Lo

3
Va(s/p —
1 _ \3/51 —4/3 \3/52 —5/3 _ € (Vx —2)
fl(z)=e 9% €9t = 0x5/3

f/ sehol sem 0, f” zérushelye x = 8. Az el8jelek a kovetkezd tabldzat szerint alakulnak:

f / infl r infl /

I + X + + +
7" + X — 0 +
N t
lim @: lim - lim e—:oo,
T—o00 I r—00 I t—oo 13

tehat nincs ferde aszimptota. Ry = (0, 00).




3. Adja meg az

1
r—5

fz) =

fliggvény xg = 3 kozéppontt Taylor-sorat, és hatdrozza meg annak konvergenciatartomanyat.
Megoldas.

1 1 -3
r—5 (r—3)—-2 1-2%

tehat a mértani sor 6sszegképlete alapjan
o0
(z —3)"
fla)y=2 —Fm7
n=0

ha [£52] < 1. A konvergenciaintervallum eszerint (1,5).
4. Hol vannak és milyen tipustiak az f(x,y) = 2%y + 222 — 3y + 32 fiiggvény lokalis szélséértékei?

Megoldds. A fuggvény mindenhol folytonosan differencidlhaté, igy lokélis széls6érték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

falz,y) = 2xy + 4o = 202+ y)
f:;(xvy) = {E2 -3 + 2y7

az elébbi akkor 0, ha x = 0 vagy y = —2. Ezeket az f;(z,y) = 0 egyenletbe helyettesitve y = 3 illetve
z = £1/7 adédik, tehét a lehetséges pontok (0, 2), (v/7,—2) és (—V7,-2).
A Hesse-matrix

H(z,y) = ve(7,) ;’y(x,y)] _ {2y+4 2:17

e (T,y) Sy (2,y) 2 2
det H(z,y) = 4y +8—4x?, ennek értéke a (0, %) pontban 14, tehdt itt lokalis széls6érték van, a f64tl6 elemei
pozitivak, tehat lokdlis minimum.

A (£/7,—2) pontokban det H(4++/7, —2) = —28, tehat ezek nyeregpontok.

5. Integralja az u(x,y,2) = (=2y — )i+ (22 — 3y)j + zk vektormez6t az 2 + y? + 2% = 2 gémbfeliilet z > 1
darabjan kifelé (az origétdl tavolodé irdnyba) mutaté irdnyitds mellett.
Megoldds. A gombfeliilet szokasos paraméterezése (¥, ¢) = v/2sin 1 cos pi + /2 sin ¥ sin ¢j + v/2 cos vk, a

megadott darabnak megfelel§ paramétertartoményt a 0 < 9 < /4, 0 < ¢ < 27 egyenlStlenségek hatarozzdk
meg. A normalvektor

or(d,p)  Or(d,9) _

50 90 (v/2 cos 9 cos pi + V2 cos ¥'sin pj — v2sin k) x (—v/2sin ¥ sin pi + v/2sin 9 cos j)

= 25sin? 9 cos pi + 2sin? ¥ sin j + 2 cos ¥ sin vk,
ez kifelé mutat. A vektormezd értéke a feliileten
u(r(¥, @) = (—2v2sin¥sin g — v2sin 9 cos ¢)i + (2v/2sind cos ¢ — 3v/2sin ¥ sin ¢)j + V2 cos k.

Az integral

//su'dA _ /0% /Oﬂ/4u(r(19,<p))' (81‘(8191;@) y argﬂf)) W

27 pm/4
= 2\/5/ / (cos? ¥ sin ¥ — sin® ¥ cos? ¢ — 3sin® ¥ sin? ) d dy
o Jo

w/4
= 2\/§7r/ (2 cos? ¥sin 1) — 4sin® ) dv)
0

w/4
= 2\/577/ (6 cos® ¥ sin — 4sin ) dv
0

= 2V/27 [2cos® ¥ + 4 cos ﬁ]zzgﬂl = (6 — 4V2)7.



6. Hatarozza meg a xy’ — (1 + 2)y = 22 differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat.

Megoldds. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, elészér a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvalaszthato:
y  1+4+z 1

Y T T

)

integraljuk mindkét oldalt:
In|y(z)| =In|z| +z + C,

amibdl y(z) = Cze®. Az inhomogén egyenlet megolddsit az dllandé varidlasdnak mddszere szerint y(x) =

c(x)xeé alakban keressiik, az egyenletbe helyettesitve
xc (x)ze® = 22,
azaz ¢ (x) = e~* addédik. Ebbdl c(x) = —e™® + C, tehdt az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = —z + Cze”.
7. Hatarozza meg az

1 ha0<z<1
el hal<az

fliggvény Laplace-transzformaltjat.
Megoldds.

(Lf)(z) = / T e (o) de

1 [e%s)
= / e *dx + / e el T dn
0 1
1 [e%s)
= / e “dr + e/ e~ (D7 gy
0 1

e z=1 e—(z+1)x z=b
_ lim =%~
e L

z=0
e~ ?

1—e"*

z z+1

ha Rez > 0.



