Matematika szigorlat G (A3) — 2019. szeptember 12.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definialja egy valds szamsorozat infimumanak fogalmat.

Megoldds. Az (a,) valés szamsorozat infimuma az I € R szdm, haVn € N:a, > 1 ésVe >03n € N:q, <
I + €. Ha nincs ilyen valds szam, akkor azt mondjuk, hogy az infimum —oo.

. Mondja ki az inverz fiiggvény yo pontbeli differencidlhatésigara vonatkozé szabalyt.

Megoldds. Ha az f fiiggvény invertalhaté, differencidlhaté az f~!(yo) pontban és derivéltja ott nem 0, akkor
f~1 differencidlhaté az 3y pontban, és a derivéltja ott m

. Definidlja egy f : [0,00) = R fliggvény 0 és oo kozotti improprius integriljat.

Megoldds. Ha f Riemann-integrdlhat6é minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limp_, o, fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és co kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergenciajanak fogalmat. Adjon példat olyan fliggvénysoro-

zatra, amely [0, 1] minden pontjdban konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.

Megoldds. Egy f, fiiggvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhal-
maza) egyenletesen konvergens és hatdrértéke ott f, ha VeINy € NV € HVn > Ny : |f(z) — fo(2)] < e
Példaul f,(xz) = z™.

. Definidlja a linearis transzforméciok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V lineéris transzformdcié. A v € V' vektor az
L linedris transzformécié A € K sajatértékhez tartozé sajatvektora, ha v # 0 és L(v) = A - v.

. Irja fel az f(x,y) kétvéltozoés fiiggvény (o, o) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldas.

f(@o,y0) + fr(xo,y0)(x — w0) + f (0, Y0) (¥ — yo)+
+ %fgx(xo,yo)(l’ —x0)* + fay (o, y0) (T — o) (y — yo) + %f;’y(y —y0)?

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd vektorpotencialjanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormezd. Ha D konvex (vagy csillagszeril vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon vektorpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartoméany, amelyet a OV zart, kifelé iranyitott feliilet hatérol, és legyen u
folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av 1%

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a méasodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégité lokalis megoldasa, és az egyértelmii.

Irja fel az n-edrendii linearis differencidlegyenletek ltalanos alakjét.

Megoldds. a,(z)y™ + an_1(2)y™ D + -+ + ay(2)y’ + ao(x)y = b(x), ahol ag,...,a,,b : R — R adott
fuggvények.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét
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mivel Inn < n < a” minden « > 1 esetén és |arctann| < 7 minden n esetén.
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2. Végezze el az f(x) = —xInz — (1 — z) In(1 — ) fliggvény teljes fliggvényvizsgdlatit.

Megoldds. Dy = (0,1), nem péros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushelye. A hatarérték

. . Inx . %
ili%—xlnx—(l—m)ln(l—x) —ili%—? ——311_>mO - =0

In(1 — 1
lim —zlnz — (1 —z)In(1 — z) = lim —M = — lim 11_$ = 0.
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A derivaltak

f'(x) = —In(z) + In(1 — )
fr@) = -2 -

x 1l—=zx

)

f' zérushelye %, f” sehol sem 0. Az el8jelek a kovetkezd téblazat szerint alakulnak:

| (0,1/2) | 1/2 | (1/2,1)
f - max N
I + 0 -
f// _ _ _

Ry = (0,1n2].

n

sor konvergenciatartomanyat és Osszegfiiggvényét.

3. Szémitsa ki a Z ﬁ
n(n —

n=2



Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a,, = m jeloléssel

1 1
F = lmsup lanl = limsup {00y =1,

tehat a konvergenciasugdr R = 1. A végpontokon a sor abszolit konvergens, mivel n — 1 > 7 és igy
ﬁ < %, ha n > 2. A konvergenciatartomdny tehat [—1, 1].
Az 6sszeg kiszamitasa tagonkénti derivaldssal mértani sor Osszegzésére vezethetd vissza:

2 & " d o= 2! N — a1
PPyl D Dl bap UG LS b

n=2

ebbdl integralassal adédik, hogy

d & x" o1
e e

és
n

Zn(nxi_l) Z/I—ln(l—i)dﬁz €+ (1—& (1 -8y =2+ (1-2)n(l —2).
n=2 0

. Az X valés paraméter mely értékeinél létezik nemtrividlis megoldésa az

1+ Ars =0
(I+XNa2=0
x3+2x4 =0

1 +4x3+ 324 =0

egyenletrendszernek? Ezen értékek mellett hatarozza meg a megolddsokat.

Megoldas. Az egyenletrendszer homogén, 4 ismeretlent tartalmaz és 4 egyenletbdl all, tehdt pontosan akkor
létezik nemtrividlis megoldds, ha az egyiitthatéomatrix determindnsa 0 (hiszen ekkor kisebb a rangja a
valtozok szaméanal). A masodik sor szerint kifejtve

1 0 0 A
0 14X 0 0 L 0A

det [0 07 7 [ =AHN0 1 2 =(1+NB-8-X)=—(1+N)(5+N),
1 0 4 3 43

ez akkor 0, ha A = —1 vagy A = —5.
Ha A = —1, akkor a megoldasok

-1

(lJ 8 8 0 1000 1 00 O
001 2]/~|001 2/~10 01 2
10 4 3 0044 [0 00 —4
alapjan xo € R tetszdleges, v1 = x5 = x4 = 0.
Ha A = —5, akkor
1 0 0 =5 1 0 0 -5
0 -4 0 O 0 —4 0 0 1 _04 8 —05
0o 0 1 2 0o 0 1 2 0 0 1 9
1 0 4 3 0 0 4 8
alapjan x4 € R tetszéleges, 1 = bxy, 29 = 0,23 = —2x4.

. Hol van az r(u,v) = ui + vj + (u® — v?)k feliilet u? +v? < 1, v > 0 paramétertartoménynak megfelel$
darabjanak a tomegkozéppontja?

Megoldas. A tomegkozéppont koordindtait igy kapjuk meg, hogy a koordinatafiiggvények integraljait el-
osztjuk a felszinnel. A normaélvektor abszolutértéke

Or(u,v) y Or(u,v)

5 5 = |(i+ 2uk) x (j —2vk)| = | — 2ui+ 2vj + k| = V1 + 4u? + 402




A paramétertartomany félkorlap, az integralashoz hasznéljunk polarkoordinatakat: u(r, ¢) = r cos ¢, v(r, ¢) =
rsing (r € [0,1], ¢ € [0,7]), a Jacobi-determindns r, \/1+ 4u(r, ¢)2 + 4v(r, $)2 = V1 + 4r2. A sziiksbges
integralok

/Ol/oﬂrcowmrdgsdrzo
/Ol/oﬂrsinqﬁ\/mrdqscir_g/olrzmdr

/01/Oﬂr2(c052¢_sin2¢)mrd¢dr:O
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r=1

T
= (5v5—1)—
=0 12
Azt mar latjuk, hogy a tomegkozéppont x és z koordindtaja 0. A maésodik integral meghatirozasihoz
alkalmazzunk r = %Sinh t,dr = % cosh t dt helyettesitést:

1 1
/r2\/ 1+ 4r2dr = 3 / sinh?tV/1 4 sinh? ¢ cosh ¢t dt = 3 /Sinh2(2t) dt

= 6i4 (=1 + cosh4t)dt = _6i4 + % sinh 4t = _%iﬂr + % sinh(4 arsinh 2r),
tehat
/1 r2V/1+ 4r2 dr = _ arsinh 2 + €L sinh(4 arsinh 2) = — arsinh 2 + %
o 64 256 64 32

A témegkozéppont y koordinatdja tehat
54v/5 — 3arsinh 2
8(5v/5 — 1)
. Oldja meg az y' = /(1 + 22)(1 + y?) differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
/

Megoldas. A differencidlegyenlet szétvalaszthato: \/% = /1+ 22, az integralok
+y

/ y@ g / L 4y = arsinh
—F————=dr = | ————=dy = arsin
V1+y(x)? V1492 Y Y

és x = sinh t, dx = cosh ¢ dt helyettesitéssel

1 h 2¢
/\/1+x2dx=/\/1+sinh2tcoshtdt:/costhdt:/&dt

2
t inh 2¢ inh V1 2
_ §+ s1n4 _ ar81;1 x " x 2+:17 el

Az altaldnos megoldés igy

sinh /1 2
y(x) — sinh (arm;l T n x 2—|—a: +C> 7

a kezdeti feltétel alapjan C' = 0.
. Hatérozza meg az y" + 10y’ + 25y = ze =37 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet allandé egyiitthatds inhomogén lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% +10A+25 = (A+5)?2, tehat —5 kétszeres gyok (belsd rezonancia),
a homogén egyenlet altalanos megolddsa y(r) = Ae=>* + Bre 2.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, az egyenlet egy megolddsat kereshetjiik y(x) = (Co+Cra)e 3"
alakban. Ennek derivaltjai

Y (z) = (=3Cy + Cy — 3C x)e 3"

y'(x) = (9Cy — 6C, + 9C 1 2)e 37,
az egyenletbe helyettesitve

(4Cy + 4Cy + 4C 1 2)e 3% = xe™3"

adddik. Ez akkor teljestil minden x értékre, ha 4Cy = 1 és 4Cy + 4Cy = 0, tehat C; = i, Co = —
altaldnos megoldds y(z) = Z1e 3% + Ae™5% + Bre 5.
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