Matematika szigorlat G (A3) — 2020. januar 6.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos g1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = I (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flz) =y

. Mondja ki a % tipust hatérértékre vonatkozé L’Hospital-szabalyt.

f'(z)
g'(x)’?

f@) _ g

akkor lim, 4, @ = limg 4,

Megoldds. Halimy,_, 4, f(z) = limy_,4, g(x) = 0 és 1étezik lim,_, 4,

. Definidlja a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak fogalmaét.

Megoldds. Egy f, fliggvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartoméanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és Ssszegfiiggvénye ott s, ha VeINy € NVaVn > Ny : |s(z) — Y1, fe(@)] < e

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt homogén linearis egyenletrendszer megoldasanak egyértelmiiségére az

egyitthatomatrix rangja segitségével.
Megoldas. A megoldas akkor egyértelmii, ha az egyiitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek sza-

maval.

Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x,y) kétszer differencidlhat6 kétvaltozos fliggvénynek az (zo, yo)
pontban lokélis széls6értéke legyen.

2 (205 Y0) f{/w(ﬂﬁovyo)

Megoldds. Ha f!(zo,y0) = f/(z0,y0) = 0 é
egoldiis. Ha. fz(ro. yo) = Jy (w0, w0) = 0 & g 0 ) 74 (o, o)

> 0, akkor az (xo, yo) pontban lokélis

szélsoérték van.

. Hogyan lehet kiszamitani az r : [a,b] — R3 differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe {vhosszat?

b
Megoldds. / |i(¢)| dt.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
oV

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a mésodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(zg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokélis megoldésa, és az egyértelmii.

Definidlja az f1, fo, ..., fn : R = Relegendden sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldds. Az fi, fa, ..., fn: R = R fiiggvények Wronski-determindnsa a

fi(z) fal@) o ful@)
fl(x) @) - fi)

o=\ A
V@) @) - @)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.

n 2
ayp = (1 + 2—1’7,)2 rn
b, =ente " —en
Megoldds.

lim a, = lim (1+2°7)% "

n—oo n—,oo
1 on 14n22—"
(1 + 2n> ‘| =e€,

mivel (14 1/n)™ — e és a kiilsé kitevd hatarértéke 1.

lim
n— oo

. . -n
lim b, = lim "™ — e
e -1
— lim &~ =1,
n— 00 e n

mivel lim,, o, e™™ =0 és lim,_,q ¢ ;1 =1.

1
2. Végezze el az f(x) = T5 e fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
e

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushely. A hatarértékek

. I
AR ) = e ey =0
1
li = 1l =1

A derivaltak

x

fx) = —m
() = _ez(l +e%)2 —e® 2(1 4 e*)e” B e*(e® —1)

(1+ex)t  (14er)3
f/ mindenhol szigorian negativ, f” zérushelye z = 0. Az el8jeleket a kovetkezd tdblazat foglalja 6ssze

| (=00,0) | 0 | (0,00)
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Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimpotota van. Ry = (0;1), grafikon:
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hatvanysor konvergenciatartomanyat.
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3. Hatarozza meg a E
7 n Inn
n=



Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel segitségével meghatarozzuk a konvergenciasugarat:

1 1- n ]' 1
— = limsup {/ =
R nﬁoop nlnn

Az x = —1 pontban a sor Leibniz-sor, mivel nlnn — oo monoton noévekedve. Az x = 1 pontban az

integralkritériumot hasznalhatjuk (= monoton né, ha z > 1):

* 1 1
/ dz = lim ~(lnz)"'dz = lim [Inln x]g = 00,
2

zlnzx b—oo Jo T b—oo

tehat az

oo

1
Z nlnn

n=2

sor is divergens. A hatvdnysor konvergenciatartomdnya tehat [—1,1).

4. Allitsa el a —2i vektort az a = 2i + 2j + 2k, b = 4i 4+ 2j + 4k és ¢ = 4i — j + 3k vektorok linesris
kombinaciéjaként.
Megoldas. Az x1a+ xob 4+ x3c = —2i egyenletet az i, j, k komponensek szerint felirva egy linearis egyenlet-
rendszerhez jutunk, aminek a kib&vitett matrixa

2 4 4 | =2
2 2 1|0
2 4 3 0

Az egyenletrendszert megoldhatjuk Gauss-elimindciéval:

2 4 4| -2 -2 4 4 ]-2
2 2 1l 0]®*0 -2 -5 2
2 4

3]0 0 0 -1/ 2
51/2

atass [2 4 0| 6 2 0 0 |-10] /0 05

220 10 —2 0 | =8| "2 |0 —2 o | =8| TV |01 0] 4

0 0 —1]| 2 0 0 —1] 2 00 1|-2

Tehat —2i = —5a + 4b — 2c.

1

5. Potencidlos-e az u(z,y,z) = Mi + V1+22j + v/1+ 22k vektormez6? Ha igen, adja meg egy
V1+a2Z

potencialfiggvényét.

Megoldds. A vektormez6é mindenhol folytonosan differencidlhaté, tehdat pontosan akkor potencidlos, ha a
derivaltja szimmetrikus.

Oug(x,y,2) T _ Ouy(z,y, 2)
dy V1422 Oz
Oug(z,y,2) T _ Ouy(z,y,2)
0z i+ az2 Ox
Ouy(x,y,2) 0= Ou,(z,y,2)

0z Oy ’

tehat potencidlos.
Egy potencialfiggvény

T y z
fas) = [ ule0.0de+ [Cun0dnt [utnou
T 1 y z
= —d 2d 2d

/O = §+/O Vita n+/0 V1+a2d¢
=arsinhz + (y + 2)V1 + 22.

6. Oldja meg az y"” 4+ 2y’ + 17y = 1 differencidlegyenletet y(0) = 0, ¢’ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett.



Megoldas. Az egyenlet inhomogén linearis allandé egytitthatds, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? 4+ 2\ + 17, ennek gyokei —1 + 4i. Eszerint a homogén egyenlet
altaldnos megoldésa y(z) = Ae™® cosdx + Be™ * sin 4.

Az inhomogén tag polinom, nincs kiils rezonancia, y(z) = C alaki megoldast keresiink. Behelyettesitve

17C' = 1 adddik, azaz C = 1—17 Az inhomogén egyenlet altalanos megoldésa és derivéltja
1 —x —T o3
y(z) = T + Ae™7 cosdx + Be™ ¥ sin4x

y'(z) = —Ae " cosdx — 4Ae " sindx — Be " sin4x + 4Be”* cos 4,

a kezdeti feltétel alapjan

1

0=14(0)=—A+4B,
amib8l A = —3 é B = —g. A kezdetiérték-probléma megoldasa tehdt y(z) = = — f-e”
1 —x
gs€ “sindz.
. Hatéarozza meg az

fz) =

(1-2)2 hao<z<1
0 hal<z

fiiggvény Laplace-transzformdltjat.
Megoldas.

whe = [ T e () da
z/ole_”(l—x)Qda:




