Matematika szigorlat G (A3) — 2020. januar 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Milyen g € R esetén konvergens az a,, = aq”™ mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |¢q| < 1, akkor a hatdrérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
amire f'(c) = 7f(b,);f(a).

—a

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozd Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor fab f(x)dz = F(b) — F(a).

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor &ltalanos alakjat. Mely feltétel teljesiilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az 6sszege?

Megoldas. Z;’LO:O aq™, pontosan akkor konvegens, ha |q| < 1, ekkor az Gsszege

a
1—q

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,B € K:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via,f € Kesetén (¢ + ) -v =a-v+ v és
a-(u4v)=a -u+a-v teljesil.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivaltjdnak az ro pontban a t — f(ro 4+ te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

Definilja egy r : [a,b] — R? fiiggvény Lipschitz-folytonossagénak fogalmét.

Megoldds. r Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L € R szdm, amire V1, zo € [a,b] esetén |r(z1) —r(zg)| <
|z1 — 2.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor u-dr = rotu - dA.
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. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = Zu(z,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: Py = Q,.)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

xT
1. Végezze el az f(z) = 6—2 fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.
x

Megoldds. Dy =R\ {0}, nem paros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushely. A hatérértékek

A o) = g e =
: I
A2 S = 1 e =0

A derivaltak

er(x — e®)z3 —e?(x — 2) - 322 e®(z? — 4z
ey (EE=N A~ =2) 3 @ +6)
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f zérushelye o = 2, f sehol nem 0, mivel a masodfokt tényez6 diszkrimindnsa (—4)2 —4-6 = —8 < 0. Az
el6jeleket a kovetkezé tablazat foglalja Gssze.
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Lattuk, hogy —oo irdnyban vizszintes aszimpotota van.
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miatt +o0o irdnyban nincs ferde aszimpotota. Ry = (0;00), grafikon:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/wédx
0 I3/2+\/E

Megoldds. A primitiv fiiggvény meghatarozasdhoz = = u?, do = 2udu helyettesitést alkalmazunk:
1 1

2
:/7@
u?+1
= 2arctanu = 2arctan/z + C.

Mivel az integrandus © — 0 esetén nem korlatos és az integralasi tartomany is végtelen, két részintervallumra
bontjuk:
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mivel mindkét hatarérték létezik és véges.

. Hatdrozza meg az f(z) = coshz ha —7 < x < 7 fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-
sorat. Ennek segitségével szamitsa ki a

— (="
nz:% 1+ n?

sor Osszegét.

Megoldas. A figgvény paros, tehat a Fourier-sora tisztan koszinusz sor:

oo

ag + E ay COSNT,

n=1

ahol
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ao:%[ﬂf(f)d$:%/ COthdx:?[Sinhx]jﬂ_: sinh 7
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ay, = — / cosh x cosnx dz.
™ —T
A primitiv fiiggvényt két parcialis integralassal hatarozhatjuk meg:
/ cosh x cosnx dx = sinh x cos nx — / sinh x(—nsinnzx) da

= sinhzcosnz +n <cosh rsinnx — / cosh z(n cosnx) dx) ,

ebbdl atrendezéssel

cosh zsinnx + C.

1
/ cosh x cosnx dex = —— sinh z cosnx + i
1+n? 1+ n?
A Newton—Leibniz-tétel alapjan

2 sinh 7

n — -1 nfiv
“ ( )7Tl—|—n2

tehat a Fourier-sor

sinh 7 n i( 1)n2 sinh 7
—1)"——— cosnx.
v w1+ n?

n=1
Mivel f folytonos és szakaszonként folytonosan differencidlhaté, a Fourier-sor minden pontban eldéllitja.
x = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy

1= 7(0)=

sinhm 2sinh 7 (=)™
+ T Z 1

s +n?’

n=1

ebbdl atrendezve

= (=) = (=1)" 7r 1 71' 1
7;)1+n2 +n§11+n2 +2sinh7r 2 25inh7r+2
. Az a valds paramétertdl fliggben hany megoldasa van az

3rx1+ 22+ 523 —x4 =1
T+ 23— 24 =0
2$2—2$3+4$4:1

egyenletrendszernek?



Megoldds. Az egyenletrendszer kib&vitett matrixan Gauss-elimindciét végziink:

315 —1]1 10 2 -1la
10 2 -1 L2013 1 5 —1|1
0 2 3 4|1 0 2 -2 4|1

10 2 —1| a 10 2 -1 a
22385 g 1 1 92 |1-3a] *22 0 1 -1 2| 1-3a
0 2 -2 4 1 00 0 0 |-1+6a

Ebben az alakban lathatjuk, hogy az egyiitthatomatrix rangja 2, a kibévitett matrix rangja pedig a = %
esetén 2, egyébként 3. Mivel az ismeretlenek szama 4, a = + esetén végtelen sok megoldas van, ha a # %,

akkor viszont nincs megoldés. ‘

. Integralja az f(z,y, z) = /2 — y? skaldrmez6t az y? + 22 = 1, v + y = 3 egyenletrendszerti gérbén.
Megoldas. A megadott gorbe egy hengerpaldst és egy sik metszete, az x = 0 sikra vett vetiilet egy
paraméterezése (0,cost,sint) (¢ € [0,2n]), a méasodik egyenletb8l z kifejezhetd, igy a térgdrbe r(t) =
(3 — cost)i+ costj + sin tk paraméterezését kapjuk. A derivalt abszolttértéke

|t(t)| = | sinti — sintj + costk| = Vsin?t + sin?t + cos2t = /1 + sin?t,

a skalarmez6 értéke a gérbén

f(r(t)) = V2 — cos?t.
A skaldrmezé gorbementi integralja
2 2 2w
/fds: f(r(t))|1"(t)\dt:/ \/(Q*COSZt)(].*FSiIth)dt: / (1 +sin?t)dt = 3r.
0 0 0

. Szamitsa ki az u(z,y, z) = 3z2%i + (y° + 2%y)j + (2022 — 23)k vektormezd integraljat az o2 + y? + 22 = 4
egyenletii feliileten kifelé mutatd iranyitas mellett.

Megoldds. Hasznélhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

9 TN I 9 5 Y 1o} 2T, y,

Az alakzat 2 egység sugaru gombfeliilet, ami az ugyanilyen sugari B gdomb pereme. A térfogati integral
szamitdsahoz haszndljunk r(r, 9, @) = rsin 9 cos pi + r sin 9 sin pj + r cos ¥k gémbi koordindtdkat, a Jacobi-
determindns r2? sin. A Gauss—Osztrogradszkij-tétel szerint
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. Hatdrozza meg az y" + 4y’ + 3y = xze~® differencidlegyenlet altaldnos megolddsat.
Megoldds. Az egyenlet inhomogén linearis dllandé egytitthatds, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? 4+ 4\ + 3 = (A + 1)(A + 3), ennek gyokei —1 és —3. Eszerint a
homogén egyenlet altaldnos megoldasa y(x) = Ae™® + Be 32,
Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, kiils§ rezonancia van, y(x) = z(Co+Crz)e”* alaki megolddst
keresiink. Ennek derivaltjai

Y (z) = (Co + Cr1x)e™™ + Crze™™ — 2(Co + Crx)e ™ = (Cy — Cox + 2C12 — Cra?)e™

y”(x) = (_CO +2C7 — 201%)6790 — (CO — Cox +2C1x — 011'2)6730 = (200 — 20 + Cox — 4C1x + C’le)e""”‘
Az egyenletbe helyettesitve

2(Co+ C1L+2C1z)e™* =ze™

adédik, ami akkor teljesiil minden x esetén, ha 2Cy + 2C, = 0 és 4C; = 1, azaz C; = —Cy = . A

i
differencidlegyenlet altalénos megoldasa y(z) = z(x — 1)e™® + Ae™ + Be ™37,



