Matematika szigorlat G (A3) — 2020. januar 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan jellemezhet6 egy kétszer differencialhaté fliggvény konvexitdsa a masodik derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) = R kétszer differencidlhaté fliggvény pontosan akkor konvex, ha f” nemnegativ.

. Mondja ki Rolle tételét.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté, és tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b). Ekkor létezik ¢ € (a,b), amire f'(c) = 0.

Definidlja egy f : [0,00) — R fiiggvény 0 és oo kozotti improprius integraljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limp_, oo fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Definidlja a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak fogalmat.

Megoldds. Egy f, figgvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és 6sszegfiiggvénye ott s, ha VeINy € NVavVn > N : |s(z) — > 1o fe(z)] < e

. Irja fel a sik origd koriili o szogli forgatasanak a matrixat a szokasos i, j bazisban.

Megoldds. [COS @ s a}

sina  cos«

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény az (zg, o) pontbeli folytonossdganak fogalmat.

Megoldds. f folytonos (xg,yo)-ban, ha Ve > 03§ > O0V(z,y) € R? : /(z —20)2+(y—w)2 < § =
|f(x7y> - f(x07y0)| <e€

. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Ismertesse a szukcessziv approximacié fogalmat.

Megoldas. Az y' = f(x,y), y(zg) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximécidja
alatt a @o(z) = yo,

puna) =+ C (e pnlE) de

rekurzioval definidlt fliggvénysorozatot értjiik.
Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = [;° f(z)e™**dz, Lf értelmezési tartoménya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
1
an =" sin? —

Jn

bn:n2(n— n2—|—1)

Megoldds.
. . .o 1
lim a, = lim nsin? —
n—o0o n—o00 \/ﬁ
sin == 2
= lim ( 1\%) =1,
n— o0 ﬁ
mivel ﬁ — 0 és lim,_,0 Sigm =1.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
/Ji\/l‘Q —6x+10dz

Megoldds. A négyzetgyok alatti masodfoki polinomot teljes négyzetté alakitjuk: x? —6z+10 = (z—3)2+1,
majd x — 3 = sinh ¢, dx = cosh t dt helyettesitést alkalmazunk:

/xx/ch—6x+10dx:/$\/(x—3)2+1da:
= /(3 + sinht)V/'1 + sinh? ¢ cosh t dz
:/(3—|—sinht) cosh? t dz:

= / <31+C§Sh2t + sinh ¢ cosh? t) dx

—0Q.

cosh®t

= ;t+ %Sinh2t+

cosh® arsinh(z — 3)
3

3 3
=3 arsinh(z — 3) 4+ 1 sinh 2 arsinh(z — 3) +

1

3. Hatérozza meg az f(z) = ——

fliggvény xg = 0 pont kézéppontt Taylor-sorat.
Megoldds. A nevezét szorzatta alakitjuk, majd a fiiggvényt parcialis tortekre bontjuk: 22 —x — 6 = (v —
3)(x +2),

1 A B

x2—x—6_x—3+x+2
1=A(x+2)+B(x—3)=(A+ B)z+ (24— 3B),

a két polinom akkor egyenlé, ha A+ B=0és 24 —-3B =1, azaz A = % =—B.
A fentiek alapjan
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ha |z| < 2.
4. Hol vannak és milyen tipusiak az f(z,y) = 2%y + zy? + 3zy fiiggvény lokalis szélséértékei?
Megoldas. Lokalis szélséérték ott lehet, ahol mindkét parcialis derivalt eltlinik.
of (x,
% =2vy+y® +3y = 2z +y+3)y
Of(z,y)

Ty:z2+2xy+3z:(3y+x+3)x,

a kozos zérushelyek (—1,—1),(—3,0), (0,—3),(0,0). A Hesse-matrix

ro?f(zx, 8% f(z,

fon SICU) 12y 204243
Pf(xy)  Of(xy) 22 +2y+3 2z '
L Oyox Oy?

a zérushelyeken kiértékelve rendre
(-2 —1 0 -3/ [-6 -3 [0 3
-1 =2]"[-3 —6]"[-3 0]"[3 0]

Az elsd negativ definit, a t6bbi indefinit, tehdt (z,y) = (—1,—1) lokdlis maximum, a tébbi staciondrius
pont nyeregpont.

5. Szémitsa ki a z = 222 + y? egyenletii feliilet 22 + % < 1 darabjanak a felszinét.

Megoldas. A feliilet egy paraméterezése r(p, ¢) = pcos pi + 2psin ¢j + (2p2 cos? ¢ + 4p? sin? (b) k, a darab-
nak megfelel§ paramétertartomany [0, 1] x [0,27], ezen kell a parcidlis derivéltak vektoridlis szorzatanak
abszolutértékét integralni:

orip.0) oxlpd)

‘ = ’(cos ¢i+ 2sin¢j + (4pcos® ¢ + 8psin® p)k) x (—psin @i + 2p cos ¢ + 4p” cos ¢ sin Pk ’

dp Jdp
= ’(—8[)2 cos® ¢ — 8p? cos ¢psin’ ¢)i + (—8p? cos® psin ¢ — 8p? sin® B)j + (2pcos? ¢ + 2psin? (z))k‘
=2p/ 1+ 16p2.

A felszin

1 27
A:// 2p\/ 1+ 16p2de dp
o Jo
1
1(1+p2)3/2 1
=21 |——— =—(-14+17V1 .
7T[16 g . 12( 17 7)”

6. Hatarozza meg az y + 2e%y? + (1 + 2ey)y’ = 0 differencidlegyenlet &ltaldnos megoldésat.
Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd,

87):1—&—46%1

P(z,y
Ay
Q(z,y)
——= = 2¢e%y,
ox Y
tehdt nem egzakt. Létezik viszont csak z-t6l fliggd integrald tényezo:

OP(z,y) 9Q(z,y)

oy - ox 1+ 26zy
In|M(x)| = de = | —————de=x+C,
M) / Q(z,y) /1+2e””y
tehat M(x) = e” ilyen. Az eddigiek alapjan az ey + 227y + (e + 2e2y)y’ = 0 egyenlet egzakt. Egy
potencialfiggvény

x Y
u(z,y) = / 0d§ + / (e” +2e**n) dn = "y + **y?,
0 0

ezzel az altaldnos megoldds u(z,y(x)) = C. A megoldds explicit alakban is felirhaté: y(x) = Ce™
u(zx,y) csak az e®y szorzattdl fiigg (vagy a megoldoképletbdl szamolva).

7. Oldja meg az y"” 4 6y’ + by = x differencidlegyenletet y(0) = 3'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

* mivel



Megoldas. Az egyenlet inhomogén linearis allandé egytitthatds, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? 4+ 6\ + 5 = (A + 1)(A + 5), ennek gyokei —1 és —5. Eszerint a
homogén egyenlet altalanos megoldasa y(x) = Ae™® + Be 2.

Az inhomogén tag polinom, nincs kiils6 rezonancia, y(x) = Co+C1x alaki megoldést keresiink. A derivaltak
y'(x) = Cq, y"(x) = 0, behelyettesitve az egyenlet

6C1 + 5(00 + Cll‘) =,

ami akkor teljesiil minden x esetén, ha C = % és Cy = —. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

7 . e . 25
és derivaltja

6 1
y(x) = —3 + i + Ae™® + Be 5"
1
y'(z) = 5 Ae™" — 5Be™",

a kezdeti feltétel alapjan

6
1
0=y(0) = —A-5B,
1 S5z

amibdl A = % és B = 71%. A kezdetiérték-probléma megolddsa tehét y(z) = 72—65 + %x + %e’z — 105¢ "



