Matematika szigorlat G (A3) — 2020. februar 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 1 —v/3i szamot.
Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, p € R. 1 —+/3i = 2 (% — §z> =
2 (cos (—%) + i sin (—%))

. Definidlja egy valés szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (a,) valds szémsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — 4| < e.

. Mondja ki a Weierstrass-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, 1étezik minimuma és maximuma, azaz léteznek ¢, d € [a, ]
szamok, amire minden z € [a,b] esetén f(c) < f(z) < f(d).

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példéat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.
Megoldds. A Y " ay sor abszolit konvergens, ha Y>°  |a,| konvergens. Példdul Y (—=1)"+.

n=n n

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linearis egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egyltthatématrix

és a kibévitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja megegye-
zik.

. Irja fel az f(z,y) kétvéltozoés fiiggvény (o, yo) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldas.

f(@o,y0) + fr(xo,y0)(x — w0) + f (0, Y0) (¥ — o)+
+ %fgx(xo,yo)(l’ —x0)* + fay (o, y0) (T — o) (y — yo) + %f;’y(y —y0)?

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd vektorpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormezd. Ha D konvex (vagy csillagszerll vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon vektorpotencial.

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencialos vektormezd, egy potencidlja U, és r : [a,b] — R? térgorbe, akkor v
integrélja a gorbe mentén U(r(b)) — U(r(a)).

. Irja fel az n-edrendii linedris differencidlegyenletek altaldnos alakjat.

Megoldds. a,(z)y™ + an_1(2)y™ D + -+ + ay(2)y’ + ap(x)y = b(x), ahol ag,...,a,,b : R — R adott
fliggvények.

Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a méasodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégité lokalis megoldasa, és az egyértelmii.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1+ a3

1. Vé 1 =
égezze el az f(x) 5.3

Megoldds. Dy =R\ {+/2}, nem pédros, nem paratlan, nem periodikus, zérushely a —1. A hatarértékek

fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

: R
i fl@) = i e =1
14 23
lim )= lim = Foo
:c—>\3/§:|:f( ) gc_>§/§i2—3;‘3 +
A derivéltak
) = 322(2 — 23) — (1 + 23)(—322) _ 922
(2 —23)2 (2 — 23)2
() = 18x(2 — 2®)? — 922 - 2(2 — 2®)(—32?)  362(1 + %)
B (2 — z3)* o (2—a3)3

f! zérushelye x = 0, f” zérushelyei 0 és —1. Az eldjeleket a kovetkezd tabldzat foglalja dssze.

‘ (_007_1) ‘ -1 ‘ (_170) ‘ 0 ‘ (Oa\g/i) ‘ \3/5 ‘ (\3/5700)
% X

f / infl r infl -
f! + + + 0 + X +
I + 0 - 0 + X —

Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimpotota van. Ry = R\ {—1}, grafikon:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

41
Tl
e?r 41

Megoldds. Eloszor x = Inwu, de = dT“ helyettesitést alkalmazunk:

/e””—i—l d:lc—/iu—i_lldu—/iu—i_1 du
e 4+1 " Jul+lu ) u+1)

A kapott raciondlis tortfliggvényt az integrélashoz parciélis tortekre bontjuk:

u—+1 _é B+ Cu

uw?+1) uw w41
u+1=AW?+1)+ (B+Cu)u=(A+C)u*+ Bu+ A,

amib6l a 0 = A+ C, 1 = B, 1 = A egyenletrendszer adddik, azaz C' = —1. Ezzel az integral
T+1 1
/ AL = / el g
e +1 u(u? +1)
/ 1 + 1 1 2u d
= - -z u
u w41 2u2+1

1
= In|u| + arctanu — 3 In(u? + 1)

1
=z + arctane” — 3 In(e** + 1) + C.



3. Szamitsa ki az

-10 -5 —4
A= 0 ) 2
25 5 7

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatértékekbél allé bazis (C felett)?

Megoldds. A sajatértékek det(A — AI) = 0 gyokei, a determindns

—10— A\ -5 —4
det(A—AD)=| 0  5-X 2 |=(=10=N)((5—A)(T—A) —10) +25(—5-2 — (—4)(5 — \))
25 5 7T—A

= -\ 4222 5N = A\ -2\ +5).

A sajatértékek A = 0 és A = 1+ 2i. Mivel a dimenziéval megegyezd szdmu kiillonbozé sajatérték van, 1étezik
sajatvektorokboél all6 bézis.
A )\ = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

10 -5 -4 ~10 -5 —4 10 -5 —4]
0 5 2 R o 5 o | WP o 5 g | Wt
25 5 7 0o - -3 0 0 0

alapjan [1 2 75] T t5bbszorosei.
A X\ =1+ 2i sajatértékhez tartozé sajatvektorokat meghatdrozé homogén linedris egyenletrendszer egytitt-
hatémaéatrixa

—-11-2¢ =5 —4
0 4—2 2
25 5 6—2¢

Léthato, hogy az utolsé két sor linedrisan fliggetlen, tehat elég ezekkel foglalkozni (hiszen a harom egyenlet
linedrisan oOsszefiiggd). A sajitvektor mésodik vagy harmadik komponensét szabadon megvalaszthatjuk.
Erdemes a mésodik komponenst régziteni, mert igy elkeriiljitk a komplex szdmmal osztést. Legyen péld4ul
1, ekkor a mésodik egyenlet alapjan a harmadik komponens —2 + i, az utolsé egyenlet szerint pedig az els6
komponens

L

) . 1 2,
25(5 +(6—2i)(—2+1)) = 5 gl

A sajatvektorok tehat [£ —2i 1 -2+ i]T tobbszorosei (azaz [1—2i 5 —10+ 5i]T t6bbszorosei).

A matrix elemei valésak, igy a A = 1 — 2i sajatértékhez tartozé sajatvektorok az el6bbi konjugdaltjai, tehat
[1+2i 5 —10—5i]" tébbszérosel.

4. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

2 2
/ / e’ daxdy
0 Jy

Megoldds. Az © — e®” fliggvény nem elemi fliggvény derivaltja, ezért elOszor felcseréljiik az integralas
sorrendjét. Az integraldsi tartomany

{(x,y)€R2|O§y§2,y§x§2}:{(x,y)€R2|O§x§2,0§y§x},

2 2 R 2 z
/ / e’ dxdyz/ / e’ dydx
0 Jy o Jo
2 2
=/ ze® dx
0
[1 Igr et —1
= —€ = .
27 |, 7 2

5. Hol van a stilypontja az 224132+ 22 < 2, 22 +y? < 22, z > 0 egyenlStlenségrendszerrel megadott alakzatnak?

igy




Megoldas. A sulypont koordinatai az elsérendii nyomatékok és a térfogat hanyadosaként szamithatoak ki.
Az alakzat egy origé kozéppontd gémb és egy origd csuicsu kip metszete, gobmbi koordinatdkat érdemes
haszndlni: r(r,9, ) = rsind cos pi + rsin ¥ sin pj + 7 cos vk, a Jacobi-determindns r?sin 1, az integraldsi
tartomany [0,v/2] x [0, 5] x [0,27]. A sziikséges integralok

V2 /4 p2rm V2 /4 1 — cos 29 27
///:EdV:/ / / rsinﬁcosgorzsinﬁdtpdﬁdr:/ r3dr/ fdﬁ/ cospdp =0
0 0 0 0 0 0

V2 /4 2T V2 w/4 4 2T
///dez/ / / TsinﬂsingorQsinﬂdgodﬂdr:/ r3dr/ wdﬁ/ sinpdp =0
0 0 0 0 0 0

V2 /4 2 V2 w/4 21 T
///de:/ / / rcosﬂrQSinﬁdgodﬁdr:/ rsdr/ sinﬂcosﬂdﬁ/ dp = —
0 0 0 0 0 0 2
V2 /4 p2rm V2 /4 27 4
///dV:/ / / TQSinﬁdgpdﬁdr:/ r2d7"/ sinﬁdﬁ/ dp = - (V2 — 1),
0 0 0 0 0 0 3

tehat a sulypont helyvektora %(1 +v2)k.

. Szamitsa ki az u(x,y, z) = 3z2yi+ (v + 22y)j + (2022 — 2)k vektormezé integraljat az 2% +4y> =4, 2 =0
egyenletrendszerrel megadott gorbén a z tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljaras szerint irdnyitva.

Megoldds. A vektormez&t zart gérbén integréljuk, lehet hasznélni a Stokes-tételt.

i j k
rotu(z,y,z) = a% 0% % = —dazj+ (2zxy — 32?)k.
Up Uy Uy

A gorbe egy S ellipszis pereme, az ellipszist paraméterezhetjik r(p, ) = 2pcos$i + psin ¢j médon (0 <
p<1,0<¢ <2m), a normélvektor

or(p,¢) . Or(p,9)

op 96 = (2cos @i+ sin@j) X (—2psin ¢ + pcos @) = 2pk,

ez éppen az iranyitasnak megfelel6. Az integral tehat

/ u~dr:/r0tuodA
as s

[T Or(p,¢)  Ir(p,¢)
_/0/0 rotu(r(p, ¢)) o X 9 dedr

1 pom 1
= / / (8,03 cos ¢sin ¢ — 24;)3 cos? gb) dodr = —247r/ ,03 dp = —6m.
o Jo 0

. Oldja meg az y” + 6y’ 4+ 13y = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1, ¥'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet homogén linedris 4llandé egyiitthatés, a karakterisztikus polinom A2 + 6 + 13,
ennek gyokei —342i. Eszerint a homogén egyenlet altalanos megoldésa y(x) = Ae =3 cos 2z + Be™3% sin 2,
derivaltja

Y (z) = —3Ae™3" cos 22 — 2Ae 3" sin 22 — 3Be 3" sin 2z + 2Be 3" cos 2z.
A kezdeti feltétel alapjan

1=y(0)=A
0=y/(0) = —3A+ 2B,

—3x

amib8l A =1 és B = 2. A kezdetiérték-probléma megoldasa tehdt y(z) = 3% cos 2z + 33 sin 2z.



