Matematika szigorlat G (A3) — 2020. jdnius 5.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Hatérozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:
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Megoldas. Mivel az exponencialis fliggvény konkav, a masodik tényez6 pedig pozitiv,
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2. Végezze el az f(x) = x (g — arctan a:) fliggvény teljes fliggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R, nem péros, nem paratlan, nem periodikus. Mivel arctan z < 7, az egyetlen zérushely a
0. A hatérértékek (co-ben a L’Hospital-szabalyt alkalmazhatjuk)

1

T —arctanz -
lim z (E —arctanx) — lim 2" fjm g
T—00 2 T—00 % Too  ——5
. T
lim =« (f — arctan a:) = —00.
r——00 2
A derivaltak
fl(x) = g — arctanx — o2
oy =t Qw2 2
1+ 22 (1+ 22)2 (14 22)2

f” mindenhol szigorian negativ, tehdt f’ szigorian monoton csékken, mésrészt lim, o, f'(x) = 0, tehdt f’
mindenhol szigortian pozitiv.
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Lattuk, hogy 400 irdnyaban vizszintes aszimptota van,
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tehdt a —oo irdnyaban 1étezik ferde aszimptota, egyenlete y = 7z + 1. Ry = (—o0, 1), grafikon:
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3. Hatdrozza meg az f(z) = ui;m fliggvény xo = 0 pont kdzéppontt Taylor-sorat.
Megoldds. Bévitsiik a tortet az v/ + 1 — 1 kiilonbséggel:
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A binomidlis sor felhaszndldsdval € (—1,1) esetén
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4. Hol vannnak és milyen tipusiak az f(z,y) = 23 + 3(y? — 1)z fiiggvény lokélis széls6értékei?
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Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

fola,y) = 32" + 3y* — 3
fo(x,y) = 6zy,
az utébbi akkor 0, ha x = 0 vagy y = 0. Ezeket az f.(xz,y) = 0 egyenletbe helyettesitve y = %1 illetve

x = £1 adddik, tehat a lehetséges pontok (0, 1), (0,—1), (1,0) és (—1,0).
A Hesse-matrix
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det H(z,y) = 36(x® — y?), ennek értéke a (0,41) pontban —36, tehat itt nyeregpontok vannak.
A (£1,0) pontokban det H(+1,0) = 36, tehat ezek lokalis széls6értékhelyek, a {84tloelemek elbjele alapjan
(1,0) lokalis minimumhely, (—1,0) lokélis maximumbhely.

5. Potencidlos-e a u(z,y,z) = (3z%y + 223)i + (23 + 493)j + 6222k vektormez6? Ha igen, adja meg egy
potencialfiggvényét.
Megoldas. A vektormez6 az egész térben folytonosan differencidlhaté, tehat pontosan akkor potencidlos, ha
a rotacidja mindenhol eltiinik.
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tehat potencalos. Egy potencidlfiiggvény
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. Szamitsa ki az r(u,v) = ucos(v)i+usin(v)j— %k felitlet {(u,v) € RQ‘uQ + v? < 1} paramétertartomanynak
megfelelé darabjanak a felszinét.
Megoldas. A parcidlis derivaltak vektoridlis szorzatanak abszolutértéke
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= |—vsinvi 4+ v cos vj + uk|
=\ u? + 2.

Térjink a4t u = rcos¢, v = rsin¢ polarkoordinatakra, a Jacobi-determinans r, a paramétertartomany
[0,1] x [0,27]. A felszin
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. Oldja meg az 3" + 4y’ + 3y = e~ 2% differencidlegyenletet y(0) = 0, 3/ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

or Or dudo

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 44X +3 = (A+1)(A+3), tehat a gyokok —1 és —3. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae™® + Be 5%,

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = Ce™2* alakban. A derivaltak

Y (z) = —2Ce™?"
y'(z) = 4Ce™**,

az egyenletbe behelyettesitve
(4+4(-2)+3)Ce™ 2 =2

adddik, ez akkor teljestl minden z-re, ha C' = —1, tehat az inhomogén egyenlet dltalanos megoldédsa és a
derivalt

y(x) = Ae™ + Be 3" — 72"
y'(x) = —Ae™™ — 3Be™3% 4 2727,

A kezdeti feltételbsl

az egyenletrendszer megoldasa A = B = %, tehat a keresett megoldas



