Matematika szigorlat G (A3) — 2020. jinius 10.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(z) = e’ fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.

Megoldds. Dy = R, nem péros, nem paratlan, nem periodikus. Az exponencidlis fliggvény szigortian pozitiv,
tehat nincs zérushely. A hatarértékek
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A derivaltak
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f! zérushelye x = 0, mdshol pozitiv. f” zérushelyei z = 0 és —{/2/3, mindkét pontban eléjelet valt:
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Lattuk, hogy —oo irdnyaban vizszintes aszimptota van,
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tehdt +oo irdnydban nem létezik ferde aszimptota. Ry = (0, 00), grafikon:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldds. Elészor hatdrozzunk meg egy primitiv fliiggvényt. A nevezdt irreducibilis polinomok szorzatara
bontjuk: 1+ 23 = (1 + z)(1 — = + 2%), majd az integrandust parcidlis tortekre.
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Szorozzuk meg mindkét oldalt a kozos nevezével, majd rendezziik x hatvanyai szerint:

1=A1 -z +2%)+ (Bx +C)(1 +x)
=(A+B)2* + (~A+B+C)z+ (A+0).



A két polinom akkor egyenld, ha az
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egyenletrendszer teljesiil, ebbdl A = % B= —%, C= % A hatdrozatlan integral tehat
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Az improprius integralt ezutan a Newton—Leibniz-tétellel, majd hataratmenettel szamithatjuk ki:
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3. Hatéarozza meg a Z e Vg hatvanysor konvergenciatartomanyat.

n=0
Megoldas. A Cauchy—Hadamard-tétel segitségével meghatarozzuk a konvergenciasugarat:
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és >, # < 00, a majoranskritérium alapjdn az x = 41 pontokban abszolut konvergens a sor. A

hatvanysor konvergenciatartoménya tehat [—1,1].

4. Hatdrozza meg az A2°?° méatrixot.
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Megoldds. Ha A = SDS™! valamely S invertdlhaté métrixszal, akkor A2920 = §DS~1SDS~1...SDS~! =
SD?0206-1 " A hatvanyt akkor lehet kénnyen szdmolni, ha D egyszerti alakt, példaul diagonalis. Hatarozzuk
meg A sajatértékeit. A karakterisztikus polinom

-5—-X =5 3
2—-X =2

|
—

det(A — A1)

I
—
|
ot
|
>~
s
—
—
[\
|

AB=A) = (=2)(=8)) = (=5) (1- (3 = A) = (=2)(-10))
+3(1-(=8) = (2= )(-10))

tehat a sajatértékek éppen a harmadik egységgyokok. Mivel harom kiilonb6zo sajatérték van, D valaszthato
diagonalisnak (az 4tlé elemei ekkor éppen a sajatértékek). D? = I miatt D2020 = (D3)57. D = D, tehat
A2020 — g



5. Hatérozza meg az r(t) = efi + e~'j + /2tk gorbe t € [—1,1] paraméterértékeknek megfelelé darabjanak

tomegkozéppontjat.
Megoldas. A tomegkdzéppont kiszamitasdhoz integralni kell a koordinatafiiggvényeket a gérbén és a kapott
értékeket elosztani az ivhosszal. Ezekhez sziikség van a derivalt abszolutértékére:

#(t)] = |efi — el 4+ V2k| = Vet +e2t + 2= \/(et + e )2 = €' + e ! = 2cosht.

A sziikséges integralok

1
/ 2coshtdt = [2sinht]1_1 =4sinh1
-1

1 €2t 1
/ et - 2coshtdt = 2+t} = 2+ sinh 2
-1 L -1

1 e_2t 1
/ et 2coshtdt = 5 —l—t} = 2+ sinh 2
-1 L -1

1 - 1
/ V2t -2coshtdt = |2v/2tsinh t — 2v/2 cosh t} = 0,
—1 L -

2+sinh2, 2-+sinh2,

Asinh1 | Asinh1
. Hatdrozza meg az u(z,y, z) = (2y*z—3z2%)i+22yj+ (2zy*+ 23)k vektormezd integraljat az |z|+|y|+|z| = 1
egyenlet(i feltileten kifelé (az origdtdl tavolodé irdnyba mutatd) irdnyitds szerint.

tehat a tomegkdzéppont helye

Megoldas. Zart felilleten integralunk egy mindenhol folytonosan differencialhaté vektormezét, igy alkamaz-
haté a Gauss—Osztrogradszkij-tétel. A vektormezo divergenciaja
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Az integréalasi tartoméany és az integrandus is szimmetrikus a koordinatasikokra nézve, tehat elég az egyik
térnyolcadba es6 részen integrédlni, a teljes integral ennek nyolcszorosa. A keresett integrél
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—322 4+ 22+ 322 = 22,

divu(z,y, z) =

. Oldja meg a 322 — 2zy — 22y® — (1 + 22)(1 + 3y?)y’ = 0 differencidlegyenletet y(4) = 0 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldas Az egyenlet P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki, ahol P(z,y) = 322 — 2zy — 229° és Q(x,y) =
—(1+ 2?)(1 + 3y?), ezekre
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teljestl, tehdt az egyenlet egzakt. Egy potencidl
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tehdt az 4ltaldnos megoldas implicit alakja u(z,y(z)) = 2% — (1 + 2?)(y(z) + y(x)3) = C, ahol C € R
paraméter. A kezdeti feltétel alapjan

C =u(4,y(4)) = u(4,0) = 64.



