Matematika szigorlat G (A3) — 2020. november 11.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.

an, = \V/n? +narctann —n

_ Inn—2+Inn

b, =
7+ 27" +1n(n3)
Megoldas.
lim a, = lim v/n? + narctann —n
n—oo n—oo

. n? + narctann — n2
= lim

n—o0 \/n? + parctann +n

X arctann
= lim =

T
"_>°°1/1+%arctann+1 4

) o lnn—2+Inyn
lim b, = lim o
n— oo n—oo 7 4+ 27" 4+ 111(713)
3 9

— lim 2 nlnn _ 1
nre g 3 2
2
2. Végezze el az f(x) = 1_?_74 fliggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
x

Megoldds. Dy = R, paros, nem periodikus. Zérushely: 22 = 0, azaz x = 0. Hatdrértékek:
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f! zérushelyei 0 és +1, f” zérushelyei + (2 + @) és + (2 — @) Az el6jeleket & > 0 esetén az alabbi

tablazat foglalja Gssze:
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Lattuk, hogy mindkét irdnydban vizszintes aszimptota van. Ry = [0, %], grafikon:
0,5

04F




3. Hatédrozza meg az A matrix egész sajatértékeit és sajitvektorait. Létezik-e sajatvektorokbol allé bazis (C
felett)?

1 -4 1
A=19 -4 8
0 4 0

Megoldas. A karakterisztikus polinom
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A lehetséges egész gyokok 4 osztéi koziil keriilnek ki, behelyettesitéssel illetve polinomosztassal lathatd, hogy
—A3 =322 +4=(A=1)(A+2)? tehat a sajatértékek 1 és —2.
A X\ =1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok
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alapjan [—3 1 4]T nullvektortdl kiilonbo6zé tobbszorosei.
A )\ = —2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok
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alapjan [2 1 —Q}T nullvektortél kiillonb6z6 tobbszorosei. Mivel a A = —2 sajatérték algebrai multip-

licitasa 2, de csak egy linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik hozzd, nem létezik sajatvektorokbdl allo
béazis.

4. Szémitsa ki az aldbbi integral értékét.
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Megoldds. et primitiv fliggvénye nem elemi fiiggvény, emiatt az integralok felcserélésével prébalkozunk. Az
integréalasi tartomany

{(x,y)€R2|O§y§1,y§x§1}:{(x,y)€R2|O§x§1,0§y§x},

tehat
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5. Hol van a tomegkozéppontja annak a homogén tomegeloszlast vékony drétnak, aminek alakjit az r(t) =
21 + tsint?j + t cos t?k gorbe t € [0, /7] darabja irja le?

Megoldds. A tomegkozéppont komponensei az elsérendli nyomatékok és az ivhossz hdnyadosai. A paramé-
terezés derivaltjanak abszolutértéke

B(t)] = |2ti + (sint® 4 2t* cost?) j + (cost® — 2% sint?) k| = /1 + 442 + 44 = 1+ 2¢%.



A sziikséges integralok
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A tomegkozéppont helye
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. Integralja az u(z,y, 2) = y*2i + 2%2j + ryzk vektormezét az 22 + y? = 4 egyenletii feliilet 0 < 22 < 2+
darabjan kifelé (az origtdl tavolodé irdnyba) mutaté irdnyitds mellett.

Megoldds. A feliilet egy paraméterezése r(¢,z) = 2cos i+ 2singj + zk, ¢ € [0,27], 0 < z <1+ cos¢. A
normalvektor

or Or
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0 0z
ez kifelé mutat. A vektormezo értéke a feliileten

u(r(¢, z)) = 4zsin? ¢i + 4z cos® ¢j + 4z sin ¢ cos k.

= (—2sin @i + 2 cos ¢j) x k = 2 cos @i + 2sin ¢j,

Az integrél ezek alapjin
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. Hatdrozza meg az y"’' + 4y’ + 5y = xe~® differencidlegyenlet altaldnos megolddsat.

Megoldas. Az egyenlet linearis dllando6 egyiitthatés inhomogén, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus egyenlet A\? + 4\ +5 = 0, ennek gydkei A+ = —2 £ i, a homogén egyenlet
altaldnos megoldasa Ae 2% cosz + Be 2% sin x.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, nincs kiils§ rezonancia, egy megoldast kereshetiink (Cy +
Cyx)e™® alakban. Behelyettesitve

(CO - 207 + 0133)6796 + 4(—00 +Ci — Clx)ef"” + 5(00 + Clx)ef"” = a:efz,
azaz (2Cy + 2C1 4 2C1x)e™™ = xe™*. Ebb8l Cy = % és Cy = —% adodik, tehdt az dltaldnos megoldds

-1
y(z) = z B e % + Ae ** cosx + Be **sinz.




