Matematika szigorlat G (A3) — 2020. november 18.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatérozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:
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Megoldas. Az elsé kifejezés szamlaldjat és nevez6jét is gyoktelenitjiik:
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2. Szémitsa ki az aldbbi integralt. (Utmutatés: alkalmazzon u = v/e® — 1 helyettesitést.)
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Megoldds. A javasolt helyettesitéssel z = In(u? + 1), do = 2 +1 du, tehat a primitiv fliggvény
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= 2arctanu = 2arctanve® — 1 4+ C.

Az integrdl improprius: egyrészt az integraldsi tartomdny nem korlatos, masrészt O-ban az integrandus
végtelenhez tart, tehat kettébontjuk az integralt.
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3. Hatdrozza meg az f(z) = x—g figgvény o = 1 pont kdzéppontt Taylor-sorat.
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Megoldds. Felhasznaljuk a mértani sorra vonatkozd Y " g™ = S (g € (—1,1)) egyenléséget g = —(x —1)
valasztéassal:
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4. Hol vannnak és milyen tipustiak az f(x,y) = 22(2 — y?) + y?(2 — 2?) fiiggvény lokélis szélséértékei?

Megoldds. A fuggvény mindenhol folytonosan differencidlhaté, igy lokélis széls6érték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

fulz,y) =222 — y®) — 2zy° = 4z(1 —y)(1 +y)
fola,y) = =2y2% + 2y(2 — 2%) = 4y(1 — 2)(1 + x),

tehat a kozos zérushelyek (0,0), (1,1),(1,—-1),(-1,1),(—1,—1). A Hesse-matrix
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det H(x,y) = —482%y? — 16(2? + y?) + 16, ennek értéke az origbban 16, tehat itt lokalis széls6érték van, a
tobbi pontban —64, ezek nyeregpontok. H(0,0) az egységmétrix 4-szerese, tehdt pozitiv definit, itt lokalis
minimumhely van.

5. Hatdrozza meg az u(x,y,z) = (23 + y3)i + (23 + 23)j + 22yk vektormez6 integraljat az z2 +y% + 22 = 1
egyenlet(i feliileten kifelé (az origdtdl tavolodd irdnyba mutatd) irdnyitds szerint.
Megoldas. Zart felilleten integralunk egy mindenhol folytonosan differencialhaté vektormezét, igy alkamaz-
haté a Gauss—Osztrogradszkij-tétel. A vektormezo divergenciaja
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Az integraldsi tartomdnyt gombi koordindtédkkal érdemes paraméterezni, r(r, 9, ¢) = 7 sin ¥ cos @i+r sin ¥ sin pj+
r cos ¥k, a Jacobi-determindns 2 sin 9.
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6. Oldja meg az y' + 2zy = —622 + 22 — 3 differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, elészér a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk

meg, ami szétvalaszhato:
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amibdl integraldssal yp(z) = Ce=" adédik.
Az inhomogén egyenlet megolddsit az allandé varidldsanak modszere szerint y(x)
keressiik, az egyenletbe helyettesitve
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d(x)e™™ +c(x) {(e‘zz)’ + 2376_”32} = —62% + 22 — 3,
tehdt
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Az éltaldnos megoldas tehat
yle) =1—3x + Ce ™,
a kezdeti feltétel alapjan 0 = y(0) = 1 + C, tehat C' = —1.
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. Melyik fiiggvény Laplace-transzformaltja az F'(z) = W figgvény?
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Megoldds. Parcialis tortekre bontunk:
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az egyltthatok meghatarozasahoz szorozzuk meg mindkét oldalt a k6zos nevezovel.
22 —2:43=A(-12+B(z-1)+C=A422+(-2A4+B)z+(A—-B+0)

akkor azonossag, ha
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amibél A =1, B =0, C = —2 adddik, tehét
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Az els6 tag tablazat szerint e Laplace-transzforméltja, a mésodik tagot vissza lehet ilyenre vezetni:
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tehat F az e® + x2e® Laplace-transzforméltja.



