Matematika szigorlat G (A3) — 2020. december 17.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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2. Végezze el az f(x) = In(2? + 4z + 5) fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. f(z) = In((z +2)® + 1), Dy = R, nem pdros, nem pératlan, nem periodikus. A zérushely az
(r+2)2 4+ 1 =1 egyenlet megoldédsa, azaz —2. A hatarértékek
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f! zérushelye —2, f" zérushelyei —3 és —1. Az el8jeleket a kovetkezd tdblazat foglalja ossze:
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Ferde aszimpotota nincs, mivel lim, 4 % =0 de limy 4o = 00. Ry = [0,00), grafikon:
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3. Hatarozza meg a Z sor Osszegfiiggvényét.
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adddik. A hatvanysor nulladik és els6 tagja eltiinik, tehat Cy = Co = 0 és
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4. Szamitsa ki az / / V' 1+ 23 dz dy integrélt.
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Megoldds. +/1 + z3 primitiv fiiggvénye nem elemi fiiggvény, emiatt az integralok sorrendjének felcserélésével
probélkozunk. Az integréalasi tartomany {(x7y) € R2|0 <y<4,y<xz< 2} = {(m,y) € ]R@\o <zx<2,0<y< xz},
tehat
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5. Potencidlos-e a u(z,y,z) = vektoremez6? Ha igen, adja meg egy

potencialfiggvényét.



Megoldds. A vektormezé centrilis, tehdt létezik potencidlfiiggvény (és csak az origdtél mért tavolsagtol
fiigg). A potencidl meghatarozdsdhoz érdemes az origdt kezdSpontnak vélasztani és egyenes szakasz mentén
integralni:
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Vezessiik be az 2 = 22 + y? + 22 rovid jelolést és bontsuk parcialis tértekre az integrandust:
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a kozos nevezovel megszorozva mindkét oldalt
r2t = (At + B)(r*t* + 2) + (Ct + D)(r*t* + 1)
= (A+ Oy + (B+ D)r*t* + 2A+C)t + (2B + D),
amib6l A+C =0,B+D=0,2A+C=7r22B+D=0¢é1igy B=D =0, A= —C = r? adddik, tehit
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A potencidlfiiggvény igy
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. Szamitsa ki az u(x,y,2) = 2xi + yj — zk vektormezd integraljat az 0 < z < 4 — (2 + y?) egyenlStlenségek
altal meghatarozott alakzat feliilletén kifelé mutato irdanyitas mellett.

Megoldds. Hasznalhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt, ami szerint a keresett integrél egyenl6 u divergen-
cidjénak a 0 < z < 4 — (2% + y?) tartoméanyon vett integraljaval. divu(x,y,2) =2+ 1—1 = 2, az integralt
hengerkoordindkra attérve érdemes szamolni:
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. Hatdrozza meg az y" + 4y’ + 3y = ze~2* differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 4\ +3 = (A +3)(A+ 1), tehat a gyokok —3 és —1. A homogén
egyenlet altalanos megoldésa Ae 3% + Be™*.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
kereshetjiik y(x) = (Cp + Crz)e 2 alakban. A derivéltak

y'(z) = (—2Cy + Oy — 20 x)e "

y'(z) = 4(Cy — C1 + Chx)e 2",
az egyenletbe behelyettesitve

—(Cy + Crx)e™ = ge2®

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha Cy = 0 és C; = —1. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa
y(z) = —2e72® + Ae™3% + Be ",



