Matematika szigorlat G (A3) — 2021. januar 5.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
n?% — 1077 4+ n"

nl —en? +1n'%p

T 3n+5 .
b,=11— ——— sinn

ap =

n+9
Megoldds.
. o o p20 T
lim a,, = lim 5 100
n—00 n—oopl—en” +1In""n
— & (ﬁ)" n~ "m0 —n"10" 7 41 _0
~a0e \en el — 14+ e 2 1nt%%p
. . Ve 1\
lim b, = lim (1— ——— sinn
o 7 LEELGEnts)
Vorrs ol B
= hIn <1 — -i—9> sinn = O,
n— o0 n

mivel a szogletes zardjelen beliili kifejezés hatarértéke e=! € (0,1), igy az elsé tényezd hatarértéke 0, a
masodik tényez6 pedig korlatos.

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldds. A nevezét irreducibilis tényzok szorzatara bontjuk, majd az integrandust parcialis tértekre: a3 —
2?2 44w —4=(z—1)(2? +4),

2 + 4z A Bz +C

(x —1)(x2 +4) x—1+ 22 +4
22 +d4x = A(@® +4) + (Bx +C)(xz —1) = (A+ B)zx? + (-B+ C)z + (4A - C).

A két polinom akkor egyenlé, ha 1= A+ B, 4=—-B+(Cé 0=4A—C,amib6l A=1,B=0éC =14
adédik. Az integral
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3. Hatérozza meg az
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fiiggvény xo = 0 kdzépponti Taylor-sorat.
Megoldds. Ha x > —%, x # 0, akkor
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Az ut6bbi alak = 0 esetén is értelmes és ott megegyezik f(0) értékével, tehat
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4. Hatérozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl 4116 bazis (C felett)?
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Megoldds. A karakterisztikus polinom
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tehat a sajatértékek 0 és —1, az utobbi multiplicitasa 2.
A X\ = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:
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tehat a sajatvektorok [2 0 3]T nullatél kiilénbo6zé tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasa:

1 1 0 se+3s (1 1 0 s2/2 1 1 0
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tehat a sajatvektorok [1 -1 Q}T nulldtol kiillénbo6z6é tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozd sajataltér dimenziéja kisebb mint az algebrai multiplicitas, tehat nem

létezik sajatvektorokbol allo bazis.

5. Hatdrozza meg az 22 + 3% < 1, 0 < z < 2 — x egyenl6tlenség-rendszer altal meghatarozott alakzat tomeg-
kozéppontjat.
Megoldds. Az alakzat egy henger és két féltér metszete, hengerkoordindtdkat érdemes hasznélni: r(r, ¢, z) =
rcos @i 4+ rsin ¢j + zk, a Jacobi-determindns r. A paramétertartomany r € [0,1], ¢ € [0,27], 0 < z <
2 —rcos¢. A tomegkozéppont az elsérendii nyomatékok és a térfogat hanyadosa, a sziikséges integralok:
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A témegkozéppont koordinatai: (—%, 0, }—Z)

. Szémitsa ki az u(z,y,2) = (2? + y? + 22)73/2(xi 4 yj + 2k) vektormezé integraljat az origd kozéppontt
egységgomb feliiletén kifelé mutatd irdanyitas mellett.

Megoldds. A gombfeliilet szokdsos paraméterezése r(¥, p) = sin ¥ cos pi+sin ¥ sin ¢j+cos vk, a kifelé mutatd
normalvektor
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a paramétertartomény [0, 7] x [0,27]. A vektormez6 értéke a felilleten u(r(4J, ¢)) = r(v). Az integral
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. Hatérozza meg az xy’ + 2y = 2* differencidlegyenlet altalanos megoldésat.

Megoldds. Az egyenlet elsérendil linedris, el6szor a hozzéd tartozdé homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétvalaszthato:
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amibdl integraldssal In|y(z)| = —21n|z| + C, azaz y(x) = ?02 adédik. Az inhomogén egyenlet megold4sat

az allandé varidlasdnak modszere szerint y(x) = % alakban keressiik. Behelyettesitve
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azaz ¢/ (x) = x°, amibdl integrélassal c(z) = % + C. Az egyenlet altalanos megoldasa tehat
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