Matematika szigorlat G (A3) — 2021. janudr 7.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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Megjegyzés. Ezt a hatarértéket trigonometrikus azonossagok haszndlata nélkiil is meg lehet hatdrozni. A

Lagrange-tétel szerint 1étezik &, € [v/n, v/n + 1], amivel sin\/n + 1 —siny/n = (v/n + 1 — y/n) cos &,, ennek

els6 tényezdje nulldhoz tart, a mésodik tényezd korlatos.

. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldas. Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:
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1=A(z+2)+ B(zx+1)=(A+ B)z+ (24 + B).

A két polinom egyenloségének feltétele
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amib6l A =1, B = —1 adddik. Az integral

/00 ! d li /b ! ! d
- dx = lim —
o (@+1)(xz+2) T o \z+1 x+42 v

lim [In(z+1) — In(z + 2)]8
b—oo

o 2(b+1)
- jin n S5

=1In2.

. Hatérozza meg az f(x) = sinhx ha x € —[r, 7) fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sorat.
A 7 pontbeli érték segitségével hatarozza meg a

> 2k +1
== -
kzzo( ) 2k2 + 2k +1

sorosszeget.



Megoldds. A fiiggvény pératlan, tehdt a Fourier-sor koszinuszos (és konstans) tagjai eltlinnek. A t6bbi
egylitthato a
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f szakaszonként folytonosan differencidlhatd, emiatt a Fourier-sora minden folytonossagi pontjaban eléal-
litja. Specidlisan a 7/2 pontban
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A keresett sordsszeg ennek alapjan
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. Hol vannnak és milyen tipusiak az f(z,y, z) = 23 + zy* + 222 — 22 + 22 fiiggvény lokalis széls6értékei?
Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendli parcialis derivaltak eltiinnek.

fi(x,y, 2) = 32 +y* + 202 + 22

folx,y,2) = 2zy

f;(x,y,z) = .132 - 2Z7
a masodik akkor 0, ha x = 0 vagy y = 0. Ha z = 0, akkor a mésik két derivalt csak y = 2z = 0 esetén
lesz 0, ha viszont y = 0, akkor 0 = f.(z,0,z) = 2(3z + 2z + 2) alapjdn vagy x = 0 (ezt mar lattuk), vagy
2z = —3z — 2, amit a z szerinti derivaltba frva a feltétel 22 + 32 +2 = 0, azaz * = —2 vagy = = —1.

Osszefoglalva: a harom stacionarius pont (0,0,0), (=2,0,2) és (—1,0, %)
A Hesse-matrix
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A jobb alsé elem mindig negativ, tehat a stacionarius pontok csak nyeregpontok vagy lokélis maximumok
lehetnek. A (0,0,0) pontban a bal fels§ elem pozitiv, {gy a matrix indefinit, tehdt ez nyeregpont. A
(-1,0, %) pontban a bal fels§ sarokdetermindnsok —3, 6 és det H(x,y,2) = —12 — (—8) = —4 < 0, tehét
az el6jelek alapjdn a métrix negativ definit, itt lokdlis maximum van. A (—2,0,2) pontban a determinédns
—48 — (—64) = 16 > 0, tehat itt indefinit a métrix, nyeregpont van.



5. Szamitsa ki az r(t) = ti++/tcos(t)j+/tsin(t)k gorbe t € [1,16] paraméterértékekenek megfelel$ darabjanak
ivhosszat.

Megoldas. A paraméterezés a megadott intervallumon folytonosan differencialhato, igy az ivhossz a derivalt
abszolutértékének integralja.
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6. Oldja meg a =3 + 3xy? + (32%y + y)y’ = 0 differencidlegyenletet y(1) = —1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y = 0 alakt, ahol
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tehat egzakt. Egy potencial

T Y {L‘4 3:v2y2 y4
) = [ &g+ [Catyentan = o 24 L

ezzel az altaldnos megoldds u(z,y(z)) = C. A kezdeti feltétel alapjan C = u(1,y(1)) = u(l,-1) = 2, a
kezdetiérték-probléma megoldasanak megfelel6 ag

y(x) = —\/2\/5\/ xt+ 1 — 322,

7. Oldja meg az y" + y' — 2y = x differencidlegyenletet y(0) = 0, 3'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\? + X — 2 = (A + 2)(\ — 1), tehat a gyokok —2 és 1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae %% + Be®.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
kereshetjik y(z) = Cy + Cix alakban. A derivéltak

y'(x) = C4

az egyenletbe behelyettesitve
—2C)+C1 —2Cx==x

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha —2Cy + C7; = 0 és —2C7 = 1. Az egyenletrendszer megoldasa

Cyo= —%, C) = —%, tehdt az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa és derivéltja
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A kezdeti feltétel 0 = y(0) = -3+ A+ B és 0=y'(0) = -3 —24+ B, amib6l A = —L és B=1. A

kezdetiérték-probléma megoldédsa tehét y(z) = —% Y — ﬁe‘gx + %ex.



