Matematika szigorlat G (A3) — 2021. januar 13.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(z) = x* — 223 — 1122 + 12z fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. A fiiggvény egész egyiitthatés polinom,
amibdl = kiemelhetd, tehat 0 zérushely és a tovabbi lehetséges egész gyokok 12 osztéi. Lathatd, hogy
példaul 1 is gydk, a gyoktényezdéket kiemelve f(z) = x(x — 1)(2% — 2 — 12) = z(z — 1)(z + 3)(z — 4) adddik,
tehat a zérushelyek —3,0,1,4. A hatarértékek

2 11 12
lim f(z)= lim x4(1+)_oo,

r—+oo rz—+oo

A derivaltak

fl(x) = 42® — 627 — 220 + 12 = 2(x — 3)(x + 2)(22 — 1)
f(x) = 1227 — 122 — 22.

f zérushelyei —2, %7 3, [ zérushelyei &6‘/3 Az el6jeleket a kiovetkez6 tablazat foglalja Gssze:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldds. Eloszor © = Inu, de = %“ helyettesitést alkalmazunk:
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A kapott raciondlis tortfliggvényt az integraldshoz parcialis tortekre bontjuk:

u+l A B+Cu

u(u? +1) u+u2+1
u+1=Aw?+1)+ (B+ Cu)u = (A+ C)u® + Bu + A,



amib6l a 0 = A+ C, 1 = B, 1 = A egyenletrendszer adddik, azaz C' = —1. Ezzel az integral
/ Al = / et g
e +1 u(u? +1)

—/ l-i— L —1 2u du
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= In|u| + arctanu — 3 In(u? + 1)
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=z + arctane” — 3 In(e** + 1) + C.
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3. Hatérozza meg a E 2" hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n=0

- 1+ n3

Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel segitségével meghatarozzuk a konvergenciasugarat:

1 I n 1
— = limsup ¢ =
R n%oop 1+ n3

A konvergenciaintervallum végpontjaiban a sor elemeinek abszolitértéke %5, amire n > 1 esetén

n 1

1+n3 ~ n?

teljesiil, {gy a majordnskritérium szerint a sor abszolit konvergens. A konvergenciatartomany tehat [—1, 1].

4. Adja meg a tér z = 0 sikra vonatkozé titkkrozésének matrixat aza =2i+j—k, b=—-i—j, c=4i+4j—k
bazisban, és hatarozza meg a kapott matrix sajatértékeit.

Megoldas. Az i,j,k bazisban a tikrozés matrixa

1 0 O
A=1{0 1 0
00 -1

Az 1j bazisban a méatrix S™1AS, ahol S oszlopai az a, b, ¢ vektorok komponensei:

2 -1 4
S=11 -1 4
-1 0 -1

A és STTAS sajatértékei megegyeznek, tehat 1 kétszeres, —1 egyszeres multiplicit4si.

A szorzat kiszamitasat elvégezhetjiik gy, hogy az S és AS matrixok egymés mellé irdsaval kapott kibGvi-
tett matrixon Gauss-eliminaciot végzink. A diagondlis, igy AS sorai az S sorai megszorozva a megfelel§
diagonalis elemmel:

2 -1 4 ]2 -1 1 —1 4|1 =1 4] s-2s [1 =1 4|1 -1 4
1 —1 4|1 —1 4822 1 4|2 —1 4/ 2 o 1 —4|0 1 -4
1 0 -1]/1 0 1 1 0 -1]1 0 1 0 -1 3|2 -1 5
1 -1 4 1 4 1 -1 4|1 -1 4 1 -1 4|1 -1 4
stz g 1 —alo 1 -4l SV o 1 4]0 1 —4|==lo 1 0]-8 1 -8
0 0 —-1/2 0 1 0 0 1|-2 0 -1 0 0 1/-2 0 -1
1 -1 0|l9 -1 8 1 00|1 0 0
sl 1 0| -8 1 -8 |o 1 0]-8 1 -8
0 0 1|/-2 0 -1 00 1|-2 0 -1

Az utolsé matrix jobb oldalon 4ll6 blokkja S~1AS.

5. Integrélja az u(z,y, z) = —yi + 23j + k vektormezét az r(t) = costi + sin? tj + tk gorbe ¢ € [0, 7] paramé-
terértékekenek megfelel6 darabjan.

Megoldds. A paraméterezés deriviltja #(t) = —sinti + 2sintcostj + k, a vektormez6 értéke a gorbén



u(r(t)) = —sin® ti + cos® tj + k. Az integral
/u Ldr = /Oﬂ u(r(t)) - #(t) dt
= /()Tr(—sirl2 ti + cos® tj + k) - (—sinti + 2sint costj + k) dt
= /Oﬂ(sin?’ t+2costtsint + 1) dt

s
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6. Hatarozza meg az 2x(1 + y?) + (1 + 2%y)y’ = 0 differencidlegyenlet &ltaldnos megoldésat.

Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaki, ahol P(z,y) = 22(1 + 4?), Q(z,y) = 1+ 2%y, a
derivaltak

OP(z,y)
il ed V]
dy xy
0Q(z,y)
“or W

tehat nem egzakt. Keressiink egyvaltozos multiplikatort:
OQéw,y) _ 8P§I7y)
In|M — i Y dy = d fffl 1
n[M(y)| / Py y / 12 Y og(l+y*) +C

alapjan M (y) = \/ﬁ megfelel. Ezzel megszorozva az egyenlet

1 2
2z 14—y2+7+36yy’:07
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ami mar egzakt. Egy potencial
Y1
u(z,y) = / 26de + / +2° —T = dn = = 22 + arsinh(y) + 2* (\/1 +y? - 1) = arsinh(y) + 2%v/1 + 92,
0

az 4ltaldnos megoldas implicit alakban u(x, y(z)) =C.
7. Oldja meg az y" + y = cos z differencidlegyenletet y(0) = 0, ¢’ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\2+1, tehét a gyokok +4. A homogén egyenlet dltaldnos megoldasa
Acosx + Bsinzx.

Az inhomogén tag trigonometrikus, kiilsé rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(z) = Cxcosx + Dxsinx alakban. A deriviltak

y'(z) = (C+ Dz)cosz + (D — Cx)sinz
y"(z) = (2D — Cx) cosx + (—2C — Dz)sinx,

az egyenletbe behelyettesitve
2D cosx —2C'sinx = cosx

adddik, ez akkor teljestil minden z-re, ha D = 5 és C' = 0. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa és
derivaltja

1
y(z) = ixsinx + Acosz + Bsinx
1 1
y'(z) = Esinx + JTcosT — Asinx + Bcosz.
A kezdeti feltétel 0 = y(0) = A, 0 = y/(0) = B, tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa y(z) = Jzsinz.



