Matematika szigorlat G (A3) — 2021. januar 19.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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Megoldas.

lim a, = lim /n2+n — v/n*+n3

n—oo n— oo
n?+n—+vn*+n3

= lim
n=%0 \/n? +n+ V/nt+n3
. (n? +n)? — (n* +n?) 1
= lim
n—00 \/n2 +n+ vnt+n3 n2 +n+vnt+n3
1+2 1 1
= lim T =-
e it ietie e iel 4
lim b — i 2213 3" 4 n"lnn
23 3" 4 4T Ing
= lim . = —2" = 8192

n—oo 4=/ — 2710 4 4-n p/n
2. Végezze el az f(x) = 2z — arcsin x fuggvény teljes fliggvényvizsgdlatét.

Megoldds. Dy = [—1,1], paratlan, nem periodikus. A derivaltak
1

fll@)=2- Vi
f//<33) = _W.

f! zérushelyei 1 — 2% = 1 alapjan z = :I:@, f" zérushelye 0. Az eldjeleket a kovetkezd tdblizat foglalja
Ossze:
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A fiiggvény menete alapjan és f(1) = 2 — § > 0 felhaszndlaséval lathatjuk, hogy az egyetlen zérushely a 0
Ry =[3 —V/3,V/3 — Z], grafikon:
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3. Hatarozza meg a E n3~" sor Gsszegét.
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Megoldds.
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a konvergenciasugar 3. Az x = 1 pontban tehét
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. Hatdrozza meg az A métrix sajétértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl allé bazis (C felett)?
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Megoldds. A karakterisztikus polinom
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tehat a sajatértékek 0 és 1 és 2. Mivel minden sajatérték multiplicitasa 1, 1étezik sajatvektorokbdl all6 bézis.
A X = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:
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tehét a sajatvektorok [1 0 1]T nullatél kiilonbézé tébbszorosei.
A X\ =1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozésa:
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tehat a sajatvektorok [1 -1 1}T nulldtol kiillénbo6z6é tobbszorosei.

A )\ = 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozéasa:
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tehat a sajatvektorok [3 2 2]T nullatol kiilénbo6zé tobbszorosei.

. Hatarozza meg az r(t) = ti+ t*j + 2t%k gorbe t € [0, 1] paraméterértékekenek megfeleld darabjanak tomeg-
kozéppontjat.

Megoldds. A tomegkozéppont koordindtai az elsérendli nyomatékok (koordindtafiiggvények gérbementi in-
tegraljai) és az ivhossz hanyadosai. A derivalt abszolutértéke

#(t)| = [i+ 2t + 2t°k| = V1 + 442 + 4¢4 = 26> + 1.

A sziikséges integréalok:
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A tomegkozépont (



6. Hatarozza meg az u(w,y, z) = (3x%y + 23)i + (223 + 2y22)j + (2y%2 + 322?)k vektormezd integraljat az
r(t) = 3cos(t)i+ sin(t)j gorbe t € [—m, 7] paraméterértékeknek megfelels darabjan.
Megoldds. A gorbe zart, hasznalhatjuk a Stokes-tételt. Legyen S az a z = 0 sikban fekvé origd kdzépponti
ellipszis, aminek a pereme a megadott gorbe. S egy paraméterezése r(u,v) = 3u cos(v)i+usin(v)j, u € [0, 1],
v € [0, 27], a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitott normdalvektor
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o 5y (3 cos(v)i+ sin(v)j) x (—3usin(v)i+ wcos(v)j) = 3uk.

A vektormez6 rotacidja
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a felilleten rot u(r(u,v)) = 27u? cos?(v)k. A keresett integral
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Megjegyzés. Az integralt a Stokes-tétel alkalmazasa nélkiil kozvetleniil is ki lehet szamolni, ez az
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integrélra vezet.
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7. Melyik fliggvény Laplace-transzformaltja az F(z) = (I fiiggvény?
z

Megoldas. Bontsuk a fliggvényt parcialis tortekre:
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mindkét oldalt a kozos nevezdvel szorozva
324+ 23 =(A2+B)(1+2°)+(Cz2+ D) = A2* + B2 + (A+ C)z + (B + D).

Ez akkor azonossag, ha

1=A
0=B
3=A+C
0=B+D,

tehat A=1,B=0,C=2,D =0 ésigy
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Az els6 tag tablazat alapjan L£(cos), a masodik tag pedig L(sin) derivaltjdnak —1-szerese, tehét a Laplace-
transzformdacié tulajdonsigai szerint xsinx Laplace-transzforméltja. Tehdt F' az f(x) = cosx + zsinx
Laplace-transzformaltja.



