Matematika szigorlat G (A3) — 2021. januar 21.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
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Megoldds. Dy =R\ {/2}, nem péros, nem paratlan, nem periodikus, zérushely a —1. A hatarértékek

1. Végezze el az f(z) = fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
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A derivaltak
gy 3222 —a) — (1+a%)(=32%)  9a?
fi(z) = (2= 23)2 - (2 — 23)2
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f(z) = (2= 23)4 - (2 —23)3 :

f! zérushelye x = 0, f” zérushelyei 0 és —1. Az elSjeleket a kovetkezd tabldzat foglalja dssze.
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Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimpotota van. Ry = R\ {—1}, grafikon:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldds.
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3. Hatarozza meg az
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fliggvény xo = 0 kdzéppontta Taylor-sorat és annak konvergenciasugarat.



Megoldas. f raciondlis tortfiiggvény, parcialis tortekre bontjuk:

1 1 A B

2—z-6 (v—3)(z+2) :E—3+:U+2’

a k6z0s nevezdvel mindkét oldalt megszorozva 1 = A(z +2)+ B(z —3) = (A+ B)x + (2A — 3B), ami akkor
azonossag, ha 0= A+ B és 1 =2A—3B. Ebbdl A = % és B = —% kovetkezik, tehat
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ha |z| < 2. A konvergenciasugér 2.

f(x)

4. Hatarozza meg az alabbi egyenletrendszer megoldasszamat az a valés paraméter fiiggvényében.
2.’E1 +x3 = 1
209 —x3 =0
x4 —To+x3=—1

(a+ 1)z —2x3=56

Megoldds. Végezziink Gauss-eliminaciot a kibovitett matrixon:
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Ebben az alakban leolvashatjuk, hogy a = 3 esetén az egyiitthatéméatrix és a kibovitett métrix rangja
is 2, ami kisebb az ismeretlenek szdmanal, tehat ilyenkor végtelen sok megoldas van. Ha viszont a # 3,
akkor az egytitthatématrix rangja 3, mig a kib6vitett matrix rangja 4, ilyenkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

5. Integrélja az f(x,y,z) = é skaldrmezét az x2 + 32 = 2 egyenleti felillet 1 < z < 4 darabjan.
Megoldds. A feliilet egy paraméterezése r(p, ) = pcos ¢i + psin ¢j + p’k, p € [1,2], ¢ € [0.271]. A normdl-
vektor abszolitértéke
or(p,¢)  Or(p,9)
Ip 99

‘ = |(cos ¢i + sin @j + 2pk) X (—psin ¢i + p cos ¢j)|

= |72p2(;os¢)if2p2sin¢j +pk| = /p2 +4p% = p\/1 + 4p2,

a skaldrmez6 értéke a feliileten f(r(p, o)) = ”2?# = cos? ¢. Az integrél
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=2 [5(1 +4p2)3/2]; - 5 (5v5-1).




6. Oldja meg az e*y” = y'* differencidlegyenletet y(0) =0, y'(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet a v =y’ fiiggvényre nézve elsérendii, szétvalaszthato:

azaz v(z) = ﬁ A kezdeti feltétel 2 = y/(0) = v(0), tehat C' = —3. Az y fiiggvényt ebbdl integrdldssal
kapjuk:

y(z):/v(a:)dx
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= —2Inle” - 2|+ C.

A kezdeti feltétel 0 = y(0) = C, tehat a megoldds
y(x) = —2Inle” — 2|.

7. Hatdrozza meg az (1 + 22)y’ — xy = 1 differencidlegyenlet altaldnos megoldéasat.

Megoldds. Az egyenlet elsorendii linearis, el6szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétvéilaszthato:
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Integraljuk mindkét oldalt:
1 2
In |y(x)| = iln(l + %)+ C,

tehdt a homogén egyenlet altaldnos megolddsa y(x) = Cv/1+ 22. Az inhomogén egyenlet megoldédsit az
allando varidldsdnak moédszere szerint y(x) = c(x)v/1 + x? alakban keressiik. Behelyettesitve az egyenlet

(1+2%)d (x)V/1+ 22+ (1 + x%c(m)ﬁ —xc(z)V1+22 =1,

amibdl ¢ kifejezhetd:
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c(a:)—m.

Az integraldshoz alkalmazzunk = = sinh¢ (92 = cosht) helyettesitést:
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= tanh¢ = tanharsinhz = —— + C,
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tehat az egyenlet altalanos megoldasa

y(z) =z + CvV1+ 22




