Matematika szigorlat G (A3) — 2021. mércius 2.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(x) = (2 — 2?)e™® fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. A hatdrértékek

lim f(z)=0

A derivaltak
fl(z) = 22+ (2—2%)e " (=1) = (2% — 22 — 2)e*
f'(x) = (22 —2)e "+ (2 =22 —2)e " - (—1) =x(4 —2)e "

[ zérushelyei x = 14 /3, f" zérushelyei 0 és 4. Az el6jeleket a kovetkez6 tablazat foglalja dssze.
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Lattuk, hogy oo-ben vizszintes aszimpotota van,

lim /(@)

——~ = lim (——x)e ® =00,
r——00 X r——00 X

tehat —oo-ben nincs ferde aszimptota. Ry = (—o0, f(1 —v/3)] = (—00,2(v/3 — 1)eV3-1], grafikon:

2. Széamitsa ki az aldbbi integralt.

/‘0 6z +3
G
1 (—1)2(z +2)
Megoldas. Az integrandus raciondlis tortfiiggvény, a nevezo foka nagyobb mint a szamlaléé, tehat elGszor
parcidlis tortekre bontunk:

6x+3 A n B N C
(x—12x+2) z—-1 (z—12 =242

Mindkét oldalt megszorozzuk a kozos nevezdvel:
6r+3=A(z—1)(z+2)+Bx+2)+Cxz-1)2=(A+C)a®+ (A+ B —20)z + (-2A+ 2B + C),
a két oldal akkor egyenlé minden x esetén, ha

0=A+C
6=A+B-2C
3=-2442B+C



az egyenletrendszer megolddasa A =1, B = 3, C' = —1. Tehat az integral
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. Hatarozza meg a g (1 — cos > 2™ hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n
n=1

Megoldds. =™ egyttthatédja a,, = 1—cos % A Cauchy-Hadamard-tétel alapjin a konvergenciasugar reciproka

1 1 — cos? % .| sin? %
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n

ahol felhaszndltuk, hogy #/n — 1 és a mésik gyok alatti sorozat hatarértéke %, tehdt annak is egyhez tart
az n. gyoke.

A végpontokban ugyanezen dtalakitds utdn az 6sszehasonlité (majorans) kritériumot haszndlhatjuk, felhasz-
nalva, hogy Yo" | 5 < oo

2
A (E1)" in £ 1
lim M = lim (Sui”> =1,
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N 1
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tehdt a hatvdnysor mindkét végpontban (abszoliit) konvergens. A konvergenciatartomény igy [—1,1].
. Irja fel a tér z tengely koriili +7 szogll elforgatdsdnak az (i7 %j — %k %j + %k) bazisra vonatkozo
matrixat.

Megoldds. Az (i, ], k) bazisban a forgatds matrixa

0 -1 0
R=1{1 0 o,
0 0 1

ebbdl bazistranszforméciéval meghatarozhaté a megadott bazisban a matrix: S~'RS, ahol S oszlopai a
megadott bazis elemeinek egyiittatdi az (i, j, k) bazisban, tehat

1 0 0
1 1
=10 3P
0 -7 »

S ortogonalis matrix (az oszlopok egyméasra merélegesek és egységnyi hossziiak), tehat S~ = S7.
Igy a keresett matrix

S™'RS = STRS
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. Integralja a v(z,y, z) = 2i + 2k vektormez6t az 2 + y? + z = 1 egyenletii felillet z > 0 darabjan felfelé
mutaté iranyitas mellett.



Megoldds. Valasszuk az r(r,¢) = 7cos ¢i + rsin¢j + (1 — r?)k paraméterezést, r € [0,1], ¢ € [0,27]. A
normalvektor
or(r,9)  or(r,9)
or e

= (cos @i + sin ¢j — 2rk) X (—rsin @i + r cos ¢j)
= 2r? cos ¢i + 2r? sin ¢j + (r cos® ¢ + rsin? ¢)k
= 212 cos ¢i + 2r% sin ¢j + rk,

r > 0 miatt felfelé mutat.
A vektormezd a feltleten

v(r(r,¢)) =rcosoi+ (1 — r2)k,

tehat az integral
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. Oldja meg a 2z + > + (3xy? + 1)y’ = 0 differencidlegyenletet y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakt, ahol P(z,y) = 2z +3° és Q(z,y) = 3zy? + 1,
oy ox
miatt egzakt. Egy potencial
Yy
0

T Yy x
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Az altalanos megoldas implicit alakja u(x, y(x)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C = u(1,y(1)) = u(1,1) = 3,
tehat a keresett megoldas implicit alakban

2? + zy(x)® + y(z) = 3.
. Hatédrozza meg az y”" —y = cosh z differencidlegyenlet y(0) = 3/(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldésat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\? — 1 = (A — 1)(A + 1), tehat a gydkok +1. A homogén egyenlet
altalanos megoldasa Ae® + Be™ ™.

Az inhomogén tag exponencidlisok 6sszege, mindkét tagnél kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet
egy megoldasit kereshetjik y(z) = Cxe® + Dze™® alakban. A derivaltak

y'(z) = Ce® + Cxe® + De™" — Dze™ "
y"(z) = 2Ce” + Cze® —2De™ " + Dxe™ 7,
az egyenletbe behelyettesitve

1 1
2Ce® —2De™ " = coshzx = 5@‘” + 56*1

adodik, tehat C' = i és D = —%. Az éltaldnos megoldas és derivaltja igy
1
y(z) = 2% sinhx + Ae® + Be™™

1 1
y'(z) = 3 sinhx + 37 coshz + Ae® — Be™*,

a kezdeti feltétel alapjan
0=y(0)=A+B
O:yl(o) :A_B7

vagyis A = B = 0. A keresett megoldés y(z) = zsinhz.



