Matematika szigorlat G (A3) — 2021. méjus 20.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1
1. Végezze el az f(r) = —— fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
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Megoldds. Dy = R, paros, nem pératlan, nem periodikus. A hatarértékek

lim f(z)=0.
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A derivaltak
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f! zérushelye z = 0, f” zérushelyei +1. Az eldjeleket a kovetkezd tablazat foglalja ssze.
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Lattuk, hogy £oo-ben vizszintes aszimpotota van. Ry = (0, f(0)] = (0,1/+/2], grafikon:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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3. Hatdrozza meg az f(z) = fiiggvény xo = 0 kozépponti Taylor-sorat és annak konvergenciatartoma-

nyat.



Megoldds.
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a binomidlis sor konvergencidjanak feltétele

(—V2,v2).
. Hatdrozza meg a legfeljebb harmadfoki poliomok terén az 22 +1, 22 — 1, 3 + z, 23 — 2 bazisban a derivilas
(mint linedris transzformécié) métrixat, és irja fel a kapott matrix tizedik hatvanyét.

< 1, azaz |z| < V/2, tehat a konvergenciatartomany
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Megoldas. A matrix felirdsdhoz a baziselemek képeit kell kifejteni a megadott bazisban:

(22 +1) =22 = (23 +2) — (23 — )
(22 —1) =22 = (2® +2) — (2 — 2)
(2 +2) =322 +1 =22 +1) + (2* - 1)
(2% —2) =32% — 1= (2 + 1) +2(z* - 1).

Az egyes sorokban talalhaté kifejtési egyiitthatok adjak a matrix oszlopait. Ezek alapjan a linearis transz-
formacié matrixa

0 0 21
0 0 1 2
1 1 00
-1 -1 0 0

Egy linedris transzformacié métrixdnak tizedik hatvanya a linedris transzformdcié tizedik hatvinyanak (azaz
tiz egymads utdni alkalmazdsinak) matrixa. Mivel minden legfeljebb harmadfokid polinom tizedik derivaltja
0, a métrix tizedik hatvanya nullmatrix.

. Hol van a tomegkozéppontja az r(t) = e'i + e~'j + v/2tk paraméteres egyenletii gérbe ¢ € [—1,1] paramé-
terértékeknek megfelel6 darabjanak?

Megoldas. A derivalt abszolutértéke
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A tomegkozéppont koordinatai az elsérendii nyomatékok és az ivhossz hanyadosai. A sziikséges integralok:

1
/ (e"+ef)dt = [ef — e_t]l_l =2 — 27!

-1

1
/ V2t(et +et)dt =0,
-1

az utolsé integralban felhasznalva, hogy paratlan fiiggvényt integralunk az origéra szimmetrikus intervallu-
mon. A tomegkozéppont helye tehat %(1 +1).

. Hatdrozza meg az u(z,vy,2) = y?2°i + y322j + 2322k vektormezé integréljat az x2 + y? + 22 = 1 egyenleti
feliileten kifelé mutaté iranyitas mellett.

Megoldds. Az egységgébmb feliiletén kell integrélni, hasznalhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt. A vek-

tormez6 divergencidja
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divu(z,y, z) = = 3y%2? + 30227 = 3(2? + y?)22



Az integrélt gombi koordindtak hasznalataval érdemes kiszamitani: r(r, 9, ¢) = rsin ¥ cos ¢i+r sin 9 sin pj—+
r cos ¥k, a paramétertartomany [0, 1] x [0, 7] x [0, 27], a Jacobi-determindns 2
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sin. A keresett integral
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[—3 cos® ¥ + 5 cos” 19}0 = %

7. Oldja meg az xy? + (2 + 22)yy’ = 0 differencidlegyenletet y(v/2) = % kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd, ahol P(x,y) = zy?, Q(z,y) = (2 + 22)y,
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tehat egzakt. Egy potencial
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Az 4ltalanos megoldas implicit alakban u(x,y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C' = u(v/2,y(v/2))
u(v/2, %) = % Ebbdl a megoldast explicit alakban is ki lehet fejezni:
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