Matematika szigorlat G (A3) — 2021. jdnius 3.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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2. Végezze el az f(z) = (5 — x?)3 fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, paros, nem pératlan, nem periodikus. A hatarértékek

lim f(z)= —oc.
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A derivéltak
fl(x) =35 —2%)? - (—22) = —62(5 — 2?)?
f"(x) = =6(5 —2%)? — 62 -2(5 — 2?) - (—2x) = 30(x — 1)(x + 1)(5 — 2?)
f! zérushelyei & = 0 és @ = /5, f" zérushelyei +1 és +/5. Az eléjeleket a kivetkezd tablazat foglalja
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tehdt nincs ferde aszimpota. Ry = (—oo, f(0)] = (—o0,125], grafikon:




3. Hatarozza meg az
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fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sorat.

Megoldas. A figgvény paratlan, tehat a Fourier-sora

Z by, sin(nx)
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alakd. Az egytitthaték

L f(z)sin(nzx) dx
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727/; f(z)sin(nzx) dz.

Mivel f(z)sin(nz) = (—=1)"* f(7 — z) sin(n(m — x)), paros n esetén az integral 0, mig pdratlan n esetén a
0 és /2 kozott szamitott integrél kétszerese.
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A Fourier-sor tehat
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4. Szamitsa ki az / / e’ da dy integralt.
0 Jvy
Megoldas. Az integralt az integralds sorrendjének felcserélésével szamitjuk ki.
{(z,y) e R0 <y <4,y <a<2}={(x,y) eR}0 <z <2,0<y<a?}
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5. Integralja az u(x,y, z) = 3221 + y32%j + 22y? 2k vektormezét az 22 + y? = 1 feliilet |2| < 1 darabjan kifelé
(a z tengelytdl tdvolodo irdnyba) mutaté irdnyitds szerint.
Megoldas. A feliilet egy paraméterezése r(¢, z) = cos ¢i+sin ¢j+ zk, a paramétertartomdny [0, 27] x [—1, 1].
A normaélvektor
Jr Or
— X — = (—sin ¢i + cos ¢j) x k = cos ¢i + sin ¢j,
96 < (= sin ¢i + cos ¢j) i + sin ¢

ez kifelé mutat. A vektormezd értéke a feliileten

u(r(¢, z)) = cos® ¢2%i + sin® ¢p22j + cos® psin? pzk.



A keresett integral
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6. Hatdrozza meg a 2zy’ + y = /x differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén elsérendii linedris, el0szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvalaszthato:
y 1

y 2
Mindkét oldalt integraljuk:

1
In|y(z)| = —3 In|z| + C,

amibdl y(x) = —=—.
Az inhomogén egyenlet megolddsat az dlland6 varidldsdnak modszere szerint y(x) = c(sc)% alakban keres-
siik (az abszolutérték elhagyhat6, mivel az inhomogén tag csak = > 0 esetén értelmes). Ezt behelyettesitve
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, azaz c(x) = § + C. Az altalidnos megoldés
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7. Oldja meg az y” + 4y’ + 4y = 4z differencidlegyenletet y(0) = —1, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 4\ + 4 = (A + 2)?, tehdt a gyok —2 (belsd rezonancia). A
homogén egyenlet altaldnos megoldasa Ae™ 2% + Bxe 27,

Az inhomogén tag polinom, nincs kiilsé rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(z) = Cy + Crz alakban. A derivaltak y/(z) = Cy és vy’ (z) = 0, az egyenletbe behelyettesitve

4C1 + 4(00 + Cll‘) =4x

adédik, ez akkor teljestl minden z-re, ha C; = 1 és Cy = —1. Az altalanos megoldas és annak derivaltja
tehat

y(z) = =142+ Ae™>* + Bre™*®
y'(z) =1—24e" %" 4+ Be %" — 2Bre .

A kezdeti feltétel alapjan

-1=y(0)=-1+A4
0=1y'(0)=1-24+B,

ebbdl A =0 és B = —1 adédik. A kezdetiérték-probléma megoldésa y(z) = —1 + 2 — ze 22,



