Matematika szigorlat G (A3) — 2021. jinius 17.
Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldds. Kétszer parcidlisan integralunk:
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3. Hatédrozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajitvektorokbdl 4116 bazis (C felett)?
1 2 00
21 00
A= 00 2 0
0 0 0 2
Megoldas. A matrix valds szimmetrikus, tehat 1étezik sajatvektorokbdl allo bazis. A karakterisztikus poli-
nom
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2 1-—A 0 0
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tehat a sajatértékek —1, 2 (kétszeres) és 3.

A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasa:
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tehét a sajatvektorok [1 —1 0 O]T nullatél kiilonbozé tébbszordsei.
A )\ = 2 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok meghatdrozéasa:
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tehat a sajatvektorok a [() 0 s t]T alaki vektorok, ahol s,t tetsz6leges, de egyszerre nem 0.
A X\ = 3 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:
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tehat a sajatvektorok [1 10 O]T nullatol kiillénbo6z6é tobbszorosei.

4. Hol vannnak és milyen tipusiak az f(z,y) = 2%y + 2xy + y? fiiggvény lokalis széls6értékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
els6rendli parcialis derivaltak eltiinnek.

fo(z,y) = 2zy + 2y =2(z + 1)y

fo(z,y) = 2% + 2z + 2y,

az el6bbi akkor 0, ha z = —1 vagy y = 0. Ezeket az f;(x,y) = 0 egyenletbe helyettesitve y = % illetve x = 0
vagy x = —2 adddik, tehdt a lehetséges pontok (—1, %), (0,0) és (—2,0).
A Hesse-matrix
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det H(x,y) = 4y — 4(x + 1)?, ennek értéke a (0,0) és (—2,0) pontokban —4, tehét ezek nyeregpontok.
A (—1,3) pontban det H(—1,3) = 2, tehat itt van lokélis szélséérték. A f64tl6 elemei pozitivak, tehat
lokalis minimumbhely.

5. Integralja az f(w,y, z) = 22 +y? skalarmezét a |z| < 1—2—y? egyenlStlenség altal meghatarozott alakzaton.

Megoldds. Az alakzat egy paraméterezése r(p, ¢, z) = pcos pi+psin pj+zk, a paramétertartomdnyt megadd
egyenlStlenségek 0 < p < 1,0 < ¢ < 27, p? — 1 < 2 < 1 — p?, a Jacobi-determindns p. f(r(p, #,2)) = p>. A
térfogati integral
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6. Integralja az u(z,y,2) = (2% + sin® x)yi — (y? + cos? y)xj + xyk vektormezét az ABC D négyzeten (ebben
a sorrendben koriiljarva), ha A = (0,0,0), B =(1,0,0), C =(1,1,0), D = (0, 1,0).



Megoldds. Zart gorbén integralunk, hasznalhatjuk a Stokes-tételt. A vektormezé rotacidja

rotu(z,y,z) = auz_% i+ 8u1_8uz i+ %—8% k
Y2 = Oy 0z 0z or )? Ox Oy

=i —yj+ (—y* — cos’y — 2® —sin? 2)k.

A négyzet paraméterezése r(u,v) = ui + vj, a paramétertartomany [0, 1] x [0, 1], a normdlvektor
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ez éppen a jobbkéz-szabdly szerinti irdnyitdsnak megfelels. A rotdcié értéke a feliileten rot u(r(u,v)) =

ui — vj + (—sin® v — cos? v — u? — v?)k. A keresett integral
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7. Hatédrozza meg az y" + 3y’ + 2y = xve~* differencidlegyenlet dltaldnos megoldésat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés linedris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 3\ +2 = (A +2)(A+ 1), tehat a gyokok —2 és —1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae 2% + Be .

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = ©(Cy + C1z)e”* alakban. A derivdltak

y'(x) = Coe™® — Coze™™ + 20 e — Cra’e™
y"(x) = —2Coe™" 4 Coze™™ 4 201~ — 4C1ze™" 4 Cra’e™™,

az egyenletbe behelyettesitve
Coe™* +2C1e " +2C1ze™® =xe *

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C; = % és Cp = —1. Az éltaldnos megoldas
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y(z) = (2 — :L'> e 4+ Ae™* 4 Be ",



