Matematika szigorlat G (A3) — 2021. szeptember 23.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik x € [a, b], amire
flz) =y.

. Definidlja egy f fiiggvény xo pontbeli derivaltjat.

f(xo + h) — f(xo) vagy lim f(zo) — f(2)

Megoldds. lim
9 h—0 h z—z0 To—

. Mondja ki az egyvaltozés fiiggvényekre vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f; f(x)dz = F(b) — F(a).

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. AV halmaz a + : V xV — V és - : R x V — V miiveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R:a-(f-v) = (aff) - v, és Yu,v € Vo, € Resetén (e +0)-v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat abszolit konvergens sorra.

Megoldds. A Y " ay sor abszolit konvergens, ha Y " |ay,| konvergens. Példdul Y | L.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (2o, Yo))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(x0,y0) + f1(%0,y0)(® — x0) + f,, (20, Y0) (¥ — Yo)-
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a, b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokdlis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = [;° f(z)e™**dz, Lf értelmezési tartoménya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.

an:n(\/n4+n7\/n4fn)

n? +43n — 8\
- (22

n
Megoldds.
lim a, = lim n(\/n4+n— \/n4 —n)
n—oo n— oo

. n* +n—(n* —n)
= lim n
n—oo \/nt4n+4vnt—n
i o2n2
= lim
n—oo \/nt 4 n+/nt—n
= lim =1.
1

2
n—>oo\/1+$+\/1_n73

<n2 +43n — 8>47"+11

lim b,, = lim 5

n—oo n—oo n
47n+11
, 43n — 8\
= lim (1+ 5
n—oo n
L2 7 (ATn11)28nss
. 43n — 8 3-8
= lim (1 + 5 = 62021,
n—o00 n

mivel a szogletes zardjelen belili kifejezés hatarértéke e, a kiilsé kitevéé pedig

n—»00 n2 n—»00

43n — 11
lim (470 + 1) 208 _ gy <47 + ) (43 - 8) =47 43 = 2021.
n n
2. Szémitsa ki az aldbbi integralt.

x
——d
/1+ﬁ .

Megoldds. x = u?, do = 2u du helyettesitést végziink:

2

X u
——de = [ —2ud
/1+\/5”“’/1+““

u
3
= / Y du
1+u
= /(uQ—u—f—l—l)du
3 2
:2(1;—u2+u—ln(1+u)>

:;r r—x+ 2z —2In(l+ )+ C.

3. Hatédrozza meg az A métrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl all6 bazis (C felett)?

-3 0 =2
A=|-7T -4 -6
9 3 7

Megoldas. A karakterisztikus polinom

-A-3 0 -2
det(A—X[)=| -7 -A—4 —6
9 3 T-)
=N+
=-AA+1)(A—1),



tehat a sajatértékek 0 és £1. Mivel minden sajatérték multiplicitasa 1, 1étezik sajatvektorokbdl allé bézis.
A )\ = 0 sajatértékhez tartozoé sajatvektorok meghatdrozéasa:

-3 0 -2| s-2s1 -3 0 -2 -1 -4 -2 -1 -4 -2 1 —4 _o
A—0 = |=7 —4 —6| =E" |1 —4 —2{"R2 |3 0 —2|>=J"|0 12 4 N[o s
9 3 7 0 3 1 0 3 1 0 3 1
tehat a sajatvektorok [2 1 —S}T nullatol kiillénbo6z6é tobbszorosei.

A )\ =1 sajatértékhez tartozoé sajatvektorok meghatdrozéasa:

—4 0 -2 s-25 |—4 0 =2 1 3 2| s2-s1 |1 3 2

AN = |-7 =5 —6| K" |1 —5 —2|78% |1 5 —2| ™K |0 -8 —4 NB ‘;’ ﬂ
9 3 6 1 3 2 -4 0 -2 0 12 6
tehat a sajatvektorok [1 1 —2}T nullatol kiillénbo6zé tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasa:
—2 0 —2| s2-3s —2 0 —2| so+s
AT |7 3 gl st | ] 5 o ER1 3 0]esen 13 0] L3 0
9 3 8 1 3 0 -2 0 -2 0 6 -2 0 3 -1}’

tehat a sajatvektorok [3 -1 —3]T nullatol kiillénb6zé tobbszorosei.
4. Hol vannnak és milyen tipustak az f(x,y) = 2%y + zy + y? fiiggvény lokélis szélséértékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhatd, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

folz,y) =2xy+y= 2z + 1)y
folz,y) = 2 + 2 + 2y,

tehét a kozos zérushelyek (—1,0), (0,0), (=3, 5).
A Hesse-matrix

) = [lon) Byl T2 1,

e (@) Ly (2,9) 1+2z 2

det H(z,y) = 4y — (1 + 2z)?. Ennek értéke a (—1,0) és (0,0) pontokban —1, tehat ezek nyeregpontok, mfig
a (—1, 1) pontban a determindns 3, tehdt itt lokélis szélséérték van. A f84tl6 elemei itt pozitivak, tehédt ez
lokalis minimumbhely.

5. Hol van a tomegkézéppontja az r(t) = costi + 2sintj 4+ /3 costk paraméteres egyenletii gorbe ¢t € [0, 7]
paraméterértékeknek megfelelé darabjanak?

Megoldas. A derivalt abszolutértéke

[r(t)| = ‘—sinti + 2costj — \/gsintk’

= \/(— sint)2 4 (2cost)2 + (—V/3sint)?
= V/4sin?t + 4cos?t = 2.

A tomegkozéppont koordinatai az elsérendiil nyomatékok és az ivhossz hanyadosai, a sziikséges integralok
/ 2dt =27
0
/ 2costdt = [2sint]]; =0
0
/ 2-2sintdt = [—4cost]; =8
0
/ 2-v3costdt = {2\/§sint} =0.
0 0

A tomegkozéppont helye tehat % j
6. Oldja meg az (—622 + 2xy) + (22 + 3y?)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.



Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaki, ahol P(z,y) = —622 + 2xy, Q(x,y) = 22 + 332,

OP(x,y) 9Q(x, y)

Z I 9 2\

Oy ox '’

tehat egzakt. Egy potencial
z Yy
u(a?,y)=/ P(f,O)d§+/ Q(x,m)dn
0 0
z Yy
~ [oyae [ aPyay
0 0

= 223 + 2%y + o5

Az altaldnos megoldds implicit alakban u(z, y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C' = u(0,y(0)) = u(0,1) =
1. A keresett megoldés tehat

—23 + 2%y(x) + y(x)® = 1.

. Hatérozza meg vy + 3y’ = x differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + X = A(A + 1), tehét a gyokok 0 és —1. A homogén egyenlet
altaldnos megoldasa A + Be™*.

Az inhomogén tag polinom, kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjiik y(z) =
2(Cy + Cy2) = Cow + C12? alakban. A derivaltak

y'(z) = Co +2C12
y”(l‘) =201,

az egyenletbe behelyettesitve
2C1 + Co+2C1z =2

adédik, ez akkor teljestil minden x-re, ha 2C1 +Cy = 0 és 2C = 1. Az egyenletrendszer megoldasa Cp = —1,
C1 = %, tehét az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa y(z) = —x + 322 + A+ Be™®.



