Matematika szigorlat G (A3) — 2021. december 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 1 —v/3i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, p € R. 1 —+/3i = 2 (% — §z> =
2(cos(—%) +isin(—%)).

. Definidlja egy f fliggvény xy pontbeli derivaltjat.

f(zo+h) — f(zo) vagy lim f(x0) — f(2)

h T—xTo o — &

Megoldds. lim
h—0

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,d),
: 1( — f(b)—f(a)
amire f'(c) = 55—

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, létezik rd nézve neutrdlis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,f € K:a- (8 -v) = (aff) -v, és Yu,v € V,a,8 € Kesetén (a«+ ) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példédt olyan sorra, amely abszolit konvergens.

Megoldds. A 377 "a, sor abszolit konvergens, ha 377 |a,| konvergens. Példdul 3 >

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (20, o))

pontban érinti.
Megoldds. z = f(wo,v0) + f1(T0,0)(z — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-
Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartomanyon skaldrpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely
(x0,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = [;° f(z)e™**dz, Lf értelmezési tartoménya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = (2 — x?)e” fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatét.
Megoldas. Dy = R, nem péaros, nem pératlan, nem periodikus, a zérushelyek ++v/2. A hatarértékek

. 2\, — _
wlgr;(j(? x)e 00
lim (2 —2%)e" =0

r——00

A derivaltak

fl(x) = —2ze” 4+ (2 — 2%)e® = (2 — 20 — 2?)e”
f"(x) = (=2 — 22)e® + (2 — 22 — 2°)e” = —x(z + 4)e”.

f" zérushelyei & = —1 + /3, a kettd kozott pozitiv. f zérushelyei —4 és 0, a kettd kozott pozitiv:

| (oo, —=4) [ =4[ (—4,-1-V3) | -1-V3 | (-1=v3,00 | 0 [(0,v3-1)|V3-1] (V3-1,)
s

f A infl = min J infl max N
il - - - 0 + + + 0 —
i - 0 + + + 0 - - -

Lattuk, hogy —oo irdnyaban vizszintes aszimptota van,

2 _ 2\ ,x
lim 7]"(1‘) = lim 7< z7)e =
r—00 I xT—00 x

—0oQ

tehdt +oo irdnydban nem létezik ferde aszimptota. Ry = (—oo, f(v3 — 1)] = (—00,2 (V3 —1) eV3-1),
grafikon:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

1
/ rlnxdx
0

Megoldas. A primitiv fiiggvényt parcialis integralassal hatarozzuk meg:

2 2
/xlnxdx: x—lnxf/x—idx
2 2z

2 2
:%lnx—%—l—a

Az integral

1 1
/ zlnzdr = lim zlnzdzx
0

a—0+



o0
3. Hatarozza meg a Z n2z™ sor Hsszegfiiggvényét.
n=1
Megoldds. Mivel a hatvanysorokat a konvergenciatartomany belsejében tagonként lehet derivalni,

4. Hatarozza meg az

—31‘1 — 3334 =0
—3x1 — 219 — 223+ 224 =0
3%14’3%24’%3*2(54:0

—x1 — 229+ axy =0

egyenletrendszer megoldasszamat az a valdés paraméter fiiggvényében.

Megoldas. Az egyenletrendszer homogén linedris, tehat a megoldasszam 1 vagy oo attol fiiggden, hogy az
ismeretlenek szdma egyenlé vagy nagyobb mint az egyiitthatomatrix rangja. A rang meghatdrozasihoz
sormiiveletekkel 1épcsSs alakra hozzuk az egylitthatématrixot:

-3 0 0 -3 2 -3 0 0 -3 03+3/252

-3 =2 -2 2| s-si/3|0 -2 -2 5 94—83

3 3 1 -2 ~ 0 3 1 -5 ~

-1 -2 0 a 0 —2 0 a+1
-3 0 0 -3 -3 0 0 -3
0 —2 —2 5 S4-+s3 O _2 —2 5
o o0 -2 5 o o0 -2 32
0 0 2 a-4 0 0 0 a-3

Eszerint a rang a = % esetén 3, ilyenkor végtelen sok megoldéds van, egyébként pedig a rang 4, ilyenkor egy

megoldas van.
5. Szamitsa ki az r(t) = (t2 + )i + (t? — t)j + V/6tk egyenletii gorbe ¢ € [1,2] paraméterértékeknek megfelels
darabjanak ivhosszat.

Megoldas. A derivalt abszolutértéke

()] = |2t + i+ (2t - 1)j +\/€§k‘ = VR 12+ (212 16 =221+ 2.



Az ivhossz meghatarozasdhoz ezt integraljuk ¢ = sinh u, dt = cosh v du helyettesitéssel:
2 2
/ i(t)| dt = 2\/5/ V1+t2de
1 1

arsinh 2
=2V2 / cosh? u du

rsinh 1
arsinh 2
=2 (1 + cosh 2u) du

arsinh 1
sinh 2u
=2
V2 {u+ 5 ]

1 1
= v/2arsinh(2) — v2arsinh(1) + — sinh(2 arsinh 2) — — sinh(2 arsinh 1).
@ (1) + 75 s )~ 75 sinh( )

6. Integralja az u(x,y, z) = 22i + 2%k vektormez6t az 2 + y% + 22 = 1 egyenletii feliilet z > 0 darabjén kifelé
(az origdtdl tédvolodd irdnyba) mutatd irdnyitas mellett.

arsinh 2

arsinh 1

Megoldds. A gombfeliilet szokésos paraméterezése r(v, @) = sin ¥ cos ¢i + sin 9 sin pj + cos 9k, a megadott
darabnak megfelel§ paramétertartoméanyt a 0 < < 7/2, 0 < ¢ < 27 egyenl6tlenségek hatarozzak meg. A
normalvektor

or(v, ) y or(v, )
89 9o

= (cos ¥ cos pi + cos ¥ sin pj — sin 9k) X (— sin ¥ sin i + sin 9 cos ¢j)
= sin? ¥ cos pi 4 sin? ¥ sin ¢j + cos ¥ sin Yk,
ez kifelé mutat. A vektormez6 értéke a feliileten

u(r(v,)) = sin® 9 cos? i 4 cos? vk.

Az integral

//Su.dA _ /027r /07r/2 a(c(0.0)- <8r(6191;<ﬁ) y 6‘r(819(:0)) 9 de

2 pm/2
= / / (sin* ¥ cos® ¢ + cos® ¥sin ) v dy
o Jo

/2
= 27r/ cos® 9 sin 9 d
0
{ cos419]19_7r/2 T
=27 |— = —.
4 |y 0 2

7. Oldja meg az xy’ + y = \/z differencidlegyenletet y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén elsérendii linedris, el8szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvalaszthato:

/

y__2
y
mindkét oldalt integrélva In|y(z)| = —In |z| adédik, azaz y(z) = <.

Az inhomogén egyenlet megoldasit az dllandé varidldsdnak moédszere szerint y(z) = @ alakban keressiik,
a behelyettesités utan kapott egyenlet

xc’(x)x 2— c(x) n c(x) —Z,

x x

azaz /(z) = /z. Ennek alapjan c(z) = 22%/2, tehat az dltaldnos megoldas y(z) = 2/ + £. A kezdeti
feltétel alapjan C' = %



