Matematika szigorlat G (A3) — 2022. januar 3.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja a —oo-hez tartd sorozat fogalmat.

Megoldds. Az (an)nen sorozat —oo-hez tart, ha VK € R3Ing € NVn > ng : a, < K.

. Mondja ki a Rolle-tételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencialhat6 és f(a) = f(b). Ekkor
Je € (a,b) : f'(c) = 0.

. Definidlja az a és b térvektorok vektoridlis szorzatat.

Megoldds. a és b vektoridlis szorzata az az a x b vektor, amely merdleges az a és b vektorokra, hossza
|a]|b|siny, ahol v az a és b vektorok &ltal bezart szog, és amelyre teljesiil, hogy a,b,a x b ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot.

. Definiadlja egy kétvaltozés fliggvény irdnymenti derivaltjat.

Megoldds. Az f kétvaltozos fuggvény (xo,yo) pontbeli, az e = (eg,e,) egységvektor irdnyaban vett irdny-

menti derivéiltja %f(mo +teg, Yo + tey)|t:0.

. Definidlja egy vektortér generdtorrendszerének fogalmaét.

Megoldas. A 'V vektortér egy S részhalmaza generatorrendszer, ha V' minden eleme el6all S-beli vektorok
linearis kombinécidjaként.

. Ismertesse a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkozé majoranskritériumot.

Megoldds. Ha Y b, < 00 és Vn € N:0 < a, < by, akkor > ° a, < oc.
Definidlja az 6rvénymentesség fogalmat.

Megoldds. Egy u vektormez6 6rvenymentes, ha rot u = 0.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldas. Legyen S iranyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdanyitva 9.5, és legyen u folytonosan

differencialhat6 vektormez6. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(;c,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik olyan
u: D — R, amire P(z,y) = %u(x,y) és Q(z,y) = a%u(gmy) teljesiil.

Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és £ : D — R"™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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Megoldds. A logaritmusfiiggvény folytonos, tehat
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2. Végezze el az f(x) = """ fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy =R\ {g + k‘ﬂ"k‘ € Z}, nem paros, nem paratlan, periodikus, periédusa 7, nincs zérushelye.
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A derivéltak
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Az els6 derivéltnak nincs zérushelye, f” zérushelyei 1 + sin 2z = 0 gyokei, azaz © = —§ + k7. Az el6jelek:
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Mivel f periodikus (és nem konstans), nincs ferde aszimptota. Ry = (0, c0), grafikon:
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Megoldds. Mivel a hatvanysort a konvergenciatartomanyon beliil tagonként lehet derivalni,
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Az eredeti hatvanysor Osszegfiiggvénye ennek azon primitiv fiiggvénye, ami a 0 helyen a 0 értéket veszi fel.
Az integréaldshoz parcidlis tortekre bontunk:
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Az egyilitthatok 6sszehasonlitasaval kapott egyenletrendszer megoldasa A = —i,

tehat

d ozt 11 PRSI
de Z=dn+1  do—1 4o+l 21+a2

Ebbdl integralassal

o0
x4n+1

1 1 1
2 g :—Zln|x—1|—|—Zln\m+1|+§arctanx

adodik.

4 2
1
4. Szamitsa ki az / / ———— dx dy integralt.
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Megoldas. Az integrandus x szerinti primitiv fiiggvénye nem elemi fliggvény, emiatt az integralok felcserélé-
sével probéalkozunk. {(z,y) € ]RQIO <y<4,y<a<2}={(z,y) € R2’0 <z <2,0<y<a?} felhaszna-
lasaval
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5. Szamitsa ki az r(t) = e~ ! costi+ e ! sintj egyenletii gorbe t € [0, c0) paraméterértékeknek megfeleld darab-
janak ivhosszat.

Megoldas. A derivalt abszolatértéke
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6. Szamitsa ki az u(x,y,2) = 22%i + 2yj — yzk vektormezd integraljat az % + y? + 22 — 22 = 0 egyenleti
feliileten kifelé mutaté iranyitas mellett.



Megoldds. A feliilet egyenlete atrendezve 2%+ + (2 —1)% = 1, tehét a (0,0, 1) kézépponti, 1 sugari gdémb.
Mivel a feliilet zart és u mindenhol folytonosan differencidlhatd, alkalmazhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-
tételt. A vektormez6 divergenciaja

divu(z,y,z) =4 +z—y =5z — vy,

a gomb szokéasos paraméterezése r(r, v, p) = rsind cos @i+ rsin ¥ sin pj + (1 +7cosd) (r € [0,1], 9 € [0, 7],
¢ € [0,27]), a Jacobi-determindns 72 sin1). A keresett integrél
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. Hatdrozza meg vy’ + 4y’ + 5y = cos x differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandd egytitthatés linedris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\? 4 4\ + 5, ennek gyokei —2 4 i. A homogén egyenlet altalanos
megoldasa Ae 2" cosx + Be 2" sin .

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = C cosx + Dsinx alakban. A derivéltak

y'(z) = —Csinz + Dcosx

y"(z) = —Ccosz — Dsinx,
az egyenletbe behelyettesitve
(4C +4D)cosz + (—4C +4D)sinz = cosx

adodik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha 4C+4D = 1 és —4C+4D = 0. Az egyenletrendszer megolddsa C' =

D= %, tehdt az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldésa y(x) = % cos x—&—% sinz+ Ae 2" cosx+Be 2* sin z.



