Matematika szigorlat G (A3) — 2022. januar 10.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a > 0, b € R.
Megoldds. 7(cosp + ip), ahol 7 = Va2 + b2, p = arctan g.

Definialja, hogy mit jelent, hogy az f fiiggvénynek az x¢ € R pontban a baloldali hatarértéke —oo.
Megoldds. VK € R30 > 0Vx € (x9 — 0, z0) : f(z) < K.

Hogyan jellemezhet6 egy egyszer differencialhaté fiiggvény konvexitasa az elsé derivalt segitségével?

Megoldas. Egy f : (a,b) — R differencidlhat6 fliggvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton nd.

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor altaldnos alakjat. Mely feltétel teljestilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az Osszege?
a
1—q-

Megoldds. Y, aq"™, pontosan akkor konvegens, ha |g| < 1, ekkor az Gsszege

. Definidlja a linearis transzforméciok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linedris transzformacié. A v € V vektor az
L linedris transzformécié A € K sajatértékhez tartozé sajatvektora, ha v # 0 és L(v) = A - v.

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt homogén linedris egyenletrendszer megoldasanak egyértelmiiségére az

egylitthatomatrix rangja segitségével.

Megoldds. A megoldds akkor egyértelmii, ha az egyiitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek sza-
méval.

. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormez6 skalarpotencidljanak 1étezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen Osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartoméanyon skaldrpotencidl.

. Hogyan lehet kiszamitani az r : [a,b] — R3 differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe {vhosszat?

b
Megoldds. / ()| dt.

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a méasodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégité lokalis megoldasa, és az egyértelmii.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzforméaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(z)e=**dz, Lf értelmezési tartomédnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integrél 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
VE T

nvan +1+2n

2 3n—2
b, <1+ 2i7)

Megoldds. n3/?-nel egyszeriisitiink:
) VnP4+2-n
lim a, = lim
n—o00 n—oo na/dn + 14+ 2n

Vitw— 7 1

ap =

= lim ——— = —.
n—00 4+%+% 4
3n—2
2
lim b, = lim (1 + 2")
2n(3n—2)
om n§:7 n2+7
I _ 6
fnh%n;o <1+n2+7> =e’.

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
/ 3 cos(2z) dx
Megoldds. Parcidlis integreiléssal

3&0
/ 3% cos(22) do = —— cos(2x) / —2sin(2z)) dzx
6305 e?)m
—— cos(2x) (9 —2sin(2x)) — / ?(—4 cos(2x)) dx)
1 4
= —e3% cos(2x) + 63 sin(2zx) — /e?’w cos(2z) dz,
3 9 9
amibdl atrendezve
3 2
/e?’l cos(2z)dx = 1—3631 cos(2x) + 1—363”” sin(2x) + C.

3. Hatédrozza meg az f(x) = cosx fiiggvény xo = § kozépponttd Taylor-sordt és mutassa meg, hogy annak
Osszegfliggvénye az egész szdmegyenesen f.

Megoldds. f derivaltjai és azok helyettesitési értékei

fl(z) = —sinx 1= _%
#(z) = —cosz f//(%) - _%
R "=z
F9(@) = cos = f(a) -7

mivel f*) = f, a tovabbi deriviltakat ebbél leolvashatjuk: f(™(Z) = (—1)"("+1/2_L " A Taylor-sor
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Az n. részletosszeghez tartozé maradéktag becsléséhez felhasznéljuk, hogy | £ (€)] < 1:
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ami minden z € R esetén nullahoz tart, ha n — oo, tehat a sor 6sszegfliggvénye mindenhol f.
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4. Hol vannnak és milyen tipusiak az f(x,y) = Ty fiiggvény lokalis széls6értékei?
1+ 8z2 + 2
Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az

elsérendii parcidlis derivaltak eltiinnek.

2¢(1 4827 4+ %) — (2® +y) - 160 2z(1 — 8y + ¢?)

! = =
fo(@y) = (14 822 +y2)? (14 822 +y2)?
() = 1+82%2 +y? — (22 +vy) -2y _ 1+ 822 — 222y — ¢?
) ) (1 + 81-2 + y2)2 (1 + 8I2 + y2)2 ’

f! akkor nulla, ha = 0 vagy y = 44+ v/15. Ha x = 0, akkor az fz'/(:c,y) = 0 egyenletbe helyettesitve
1 —y% =0, azaz y = +1 adédik. Ha viszont y = 4 + /15, akkor az y szerinti derivalt zérushelyére a
21/1522 + 8y/15 + 30 = 0 egyenlet adédik, aminek egyik el6jelnél sincs valés gyoke. Tehat a staciondrius
pontok (0,1) és (0, —1).

A Hesse-matrix

e =[fE i)

2(1—8y+y?) (1482 +y?)% —2x(1—8y+y?)-2(1+8z%+y2) - 16z 9 (—8+2y) (14822 +y2)% —(1—-8y+y?)-2(14+8x>+y2)-2y
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a stacionarius pontokban
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tehat (0, 1) lokélis maximumbhely, (0, —1) lokalis minimumbhely.

5. Integralja az f(x,y,z) = (v +y)? — 22 skaldrmez6t az r(u,v) = ui + vj + uvk feliilet u? + v? < 1 paramé-
tertartomanynak megfelel6 darabjan.

Megoldds. A parcidlis derivaltak vektorilis szorzatdnak abszoliutértéke

or @

o x ool = [+ oK) x () + k)|

=|-vi—uj+kl=vV1+uZ+02

A skalarmezd értéke a feliileten f(r(u,v)) = (u+v)? —2uv = u? +v%. Az integralt polarkoordindkra attérve
szamoljuk: u = r cos ¢, v = rsin ¢, a Jacobi-determindns r, a paramétertartomany r € [0, 1], ¢ € [0,27]. A
skaldrmez6 integrélja igy
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6. Oldja meg a 2xy + (2% + 3y + 1)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.



Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y = 0 alakt, ahol

OP(z,y) _  0Q(z,y)
oy 2v = or '’

tehéat egzakt. Egy potencidlfiiggvény
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az egyenlet altaldnos megolddsa u(z,y(z)) = C. A kezdeti feltétel szerint C = u(0,y(0)) = w(0,1) = 1,
tehat a kezdetiérték-probléma megoldésa implicit alakban (22 + 1)y(x) + y(x)3 = 1.
. Oldja meg az y” + y' = x differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytiitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% + X\ = (A)(\ + 1), tehét a gyokok 0 és —1. A homogén egyenlet
altalanos megoldasa A + Be™*.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
kereshetjiik y(z) = 2(Co + Cyx) alakban. A derivéltak

y'(z) = Cy + 2C1x
y"(z) =201,

az egyenletbe behelyettesitve

201 +Co+2C1z =2

adédik, ez akkor teljestil minden z-re, ha C7; = % és Cy = —1, tehat az inhomogén egyenlet altalanos

megoldésa y(z) = —x + 32% + A+ Be™". A derivaltfiiggvény y/(z) = =1 + 2 — Be™™, a kezdeti feltétel

0=y(0)=A+B
0=1y'(0)=-1-B,

a kapott egyenletrendszer megolddsa B = —1, A = 1. A kezdetiérték-probléma megolddsa tehét y(x) =
—r+ iz 41"



