Matematika szigorlat G (A3) — 2022. januar 17.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos g1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = I (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Definidlja egy valds szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),

amire f'(c) = 7’6(171)):3:(”).

. Definidlja a fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajanak fogalmat.

Megoldas. Egy f, fiiggvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és Gsszegfiiggvénye ott s, ha Ve3Ny € NVaVn > Ny : |s(x) — > 1, fu(@)] < e

. Definidlja a vi,vs,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmaét.
Megoldds. A vi,va,..., v linedrisan fliggetlenek, ha a3 vy + agve + - apvy = 0 esetén ay = g = -+ - =
ap = 0.

. Trja fel az f(z,y) kétvéltozés filggvény (xo, o) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldas.

f(@o,90) + fr(zo,y0)(x — x0) + f (0, y0)(y — yo)+

+ %f;/x(ﬂfo,yo)(x —x0)* + fay(@0,90)(x — 20)(y — yo) + %fg’/’y(y —y0)?

Hogyan lehet kiszamitani az r : D — R? differencidlhaté fiiggvénnyel (D C R?) megadott feliiletdarab
felszinét?

Megoldds. //
D

or(u,v)  Or(u,v)

(u,v)
9 X 5 du dv.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S iranyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u folytonosan

differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(x,y) = (%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: P, = Q)
Definiélja a linearis allandé egytiitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altaldnos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + - + a1y + agy = 0 linedris alland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az ap A" + @, 1 A" "1 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei A1,..., A, multiplicitisuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
e)xlac xml—lez\lx e)\rac xmr—le)\r:c
ey e ey .



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1
1. Végezze el az f(z) = % fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = (0,00), nem péaros, nem pératlan, nem periodikus, zérushelye z = 1.

lim e = —0
r—0+
lim e*"% = 0.
Tr—r0o0
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Az elsé derivélt zérushelye e, a masodik derivélt zérushelye e3/2. Az eljelek:
‘ (0,€e) ‘ e ‘ (6,63/2) ‘ e3/2 ‘ (63/2,00)
f r max B infl N
1 + 0 - — -
f/l _ _ _ O +
Lattuk, hogy vizszintes aszimptota van. Ry = (0, f(e)] = (0, 2], grafikon:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldas.

w

:1 lim [arctanx2]0

w—00
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= — lim arctanw® = —.
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3. Hatérozza meg a Z(fl)”z—n sor Osszegét.
n=0

Megoldds. Ha x € (0,1), akkor

o0

1 d 1 d <, -
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Az x = —% értéket behelyettesitve

4 = n
5= 22.0U'%
n=0



ad6dik, tehét

n=0

4. Hatarozza meg az

21’2+31’3+3(L’4:O
—2x1 —3x3 +axs+ x4 =0
T1+x3—24=0

201 +x9 —x3 — 324 =0

egyenletrendszer megolddsszamat az a valés paraméter fliggvényében.

Megoldds. Az egyenletrendszer homogén linedris, tehit vagy egy vagy végtelen sok megolddsa van aszerint,
hogy az egylitthatémétrix rangja egyenl® vagy kisebb mint az ismeretlenek szdma. A rang meghatdrozasihoz
a matrixot sormiiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk:

0 2 3 3 1 0 1 -1 1 0 1 -1 10 1 -1 1
-2 -3 a 1 2 1 -1 -3 0o 1 -3 -1 01 -3 -1 0
1 0o 1 —-1/71lo 2 3 3|7 7lo 2 3 31710 0 9 51710
2 1 -1 -3 -2 -3 a 1 0 -3 a+2 -1 00 a—7 —4 0

Ebben az alakban latjuk, hogy a rang 3, ha a = —%, egyébként 4. Tehdt az egyenletrendszernek a # —%
esetén egy megoldasa van, a = —% esetén pedig végtelen sok.

5. Integrélja az u(z,y) = fﬂyfyzi + xnyzj vektormezét az ABCD négyzeten, ha A = (1,-1), B = (1,1),
C=(-1,1), D= (-1,-1).

Megoldas. Az egyes oldalak iranyitasnak megfelel§ paraméterezése, a derivalt és a vektormez6 értéke az
adott szakaszon

) ) ) . —ti+j
eap(t) =141 Fap(t) = u(ran(t) = T
. . . M _i — tj
rpo(t) = —ti+] fpc(t) = —i u(rpo(t)) = 1+ ¢2
- . . -
rep(t) = —i—tj tep(t) = =] u(rep(t)) = 1+ 2
o . . i+1j
rpa(t) = ti - j ipalt) =i u(rpalt)) = 14

a t paraméter mindegyik szakaszon —1-t6l 1-ig valtozik. A vektormezd integréalja

1

/A wdrs [ u(eap(t) - Eap(t) di + [ ulepc(t) - Epo(t) di
+/ u(rCD(t))-I"CD(t)dt+/ u(rDA(t))-I"DA(t)dt

-1 -1

1
1 1 T ™
:4/1 T dt =4 [arctant]”; =4 (Z - (71)> = 2.

z/1+y2
22

6. Oldja meg az y' = \/% differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet szétvilaszthato:

! x

y
Vityr V1422

Mindkét oldalt integraljuk 0-tél z-ig:

[arsinh(y

PO A (3 IV S S 5
o _/0 1+y(€)? dg_/o e [m}o
tehat

arsinh(y(z)) — arsinh0 = /1 4+ 22 — 1,
amibdl y(x) = sinh(v/1 4+ 22 — 1).

oo = O



7. Hatdrozza meg a \/zy’ + y = x differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, elészér a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg;:

integralasaval In |y(x)| = —2v/ + C, vagyis y(z) = Ce~2V? adédik.
Az inhomogén egyenlet megoldasat az allandé varidlasanak moédszere szerint y(z) = c(z)e~2V? alakban
keressiik, behelyettesitve a

Vad (@)e 2V 4 ae(z)e 2VE <\/15) +c(z)e Ve =g

egyenlethez jutunk, amibél ¢/ (x) = /ze?V?® kévetkezik. = = u?, dz = 2udu helyettesitéssel, majd parciali-
san integralunk:

olz) = / N

= /ueQu - 2udu
:/2u262“ du

= u2e? — /QueQ“ du

= u2e? — <u62“ — /62“ du>

1
= u?e?" — ue® + ¢

1
= ze2V® — \Jze?VT 4+ 562\/5 +C.

2u

Az altaldnos megoldas tehat

Yo =x VT + g+ e (1)



