Matematika szigorlat G (A3) — 2022. januar 24.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.

Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos @ +isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

. o+ 27k
p

2k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + isi >, ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Mondja ki az Osszetett fiiggvény zo pontbeli differencidlhatésagara vonatkozé lancszabélyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fuggvények, hogy ¢ differencidlhaté az z¢ pontban és f differencidlhaté a g(xo)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az xg pontban és (f o g)'(zo) = f'(g9(x0))g’ (x0).

. Definidlja egy f : [0,00) — R fliggvény 0 és oo kézotti improprius integraljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limp_, oo fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor &ltaldnos alakjat. Mely feltétel teljesiilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az 6sszege?

a
1—q-

Megoldds. Y, aq™, pontosan akkor konvegens, ha |g| < 1, ekkor az Gsszege

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : Kx V — V miiveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B e K:a-(B-v) = (af) v, ésVu,v € Via, € Kesetén (a+6)-v =a-v+ 5 v és
a-(utv)=a-u+a-v teljesil.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalméat.

Megoldds. f(z,y) differencialhaté az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szdmok, amellyel

lim f(x,y) — f(wo,y0) — Az(x — x0) — Ay(y — 0)

=0.
(2.9)—(z0,0) V(@ —0)2 + (y — 50)?

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezé vektorpotencidljanak 1étezésére a derivélt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen Osszefiiggd)
és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon vektorpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatérol, és legyen u
folytonosan differencialhaté vektormez6. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
av \%

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Irja fel az n-edrendii linedris differencidlegyenletek altaldnos alakjét.

Megoldds. an(2)y™ + an_1(z)y™ 1 4+ -+« + a1(2)y’ + ao(z)y = b(x), ahol ag,...,a,,b: R — R adott
fliggvények.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1
1. Végezze el az f(x) = — 3 fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.
x? — bz

Megoldds. Dy =R\ {0,5}, nem péros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushelye.

li L =0
x—y—noo 22 —bx
. 1
wlggo 22— 5z 0
i 71 =
ol 22 —bx >
li 1 =
zi{(r)l-i- 1'2 — bx -
rligl— 2 —bz e
lim = 00.

A derivaltak
N H—2
f (I) - (.’L’Q _ 5$)2
—2(2? = 52)% — (5 — 2x) - 2(2? — 5x) (22 — 5)  2(32% — 152 + 25)

) = (22 — bx)* o (x2 — 5z)3

Az els$ derivalt zérushelye %, a méasodik derivaltnak nincs zérushelye. Az el6jelek:

f J X s max X N
f! + X| + 0 - | X -
f" + X — - - X +

Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimptota van. Ry = (—oo, —%] U (0, ), grafikon:

-10

2. Szémitsa ki az alabbi integralt.

/xzx/l—zzdas



Megoldds. x = sinu helyettesitést alkalmazunk, 1 — 2% = cos? u, dz = cosu du:
/xzv 1—22dx = /sinQuCOSQudu
1,
= [ sin (2u) du
11— 4
/ cos(4u) du
2
1

=2 .
_! (u B smE:Lu))

sin(4 arcsin z) ) Lo

= 3 (arcsin T — 1

1 1
=3 arcsin z + gx\/ 1—22(222 - 1)+ C

(=2)"
nvn

Megoldds. Az R konvergenciasugar Cauchy—-Hadamard-tétel szerint az a,, = (;\2/); egyutthatokkal kifejez-
het6:

o0
3. Hatérozza meg a Z (z 4+ 3)" hatvdnysor konvergenciatartoményét.
n="7

1 o 2
B Vienl= o0 {7 =2

tehat a konvergenciasugir R = % A hatvanysor kozéppontja —3, tehat a konvergenciaintervallum két

végpontja —% és —g, még ezeket kell megvizsgalni. Mivel

(=)

mindkét végpontban abszolut konvergens és igy konvergens. A konvergenciatartomany tehat [—%, —g]

oo

D

n="7

oo

_ 1
_Zn3/2 < 00,
n="7

4. Hatérozza meg azon 27 szerint periodikus f fiiggvény Fourier-sorat, amelyre « € [—m, 7] esetén f(z) = e~ 1ol
teljestl.

Megoldas. Mivel f paros, a Fourier-sora nem tartalmaz szinuszos tagokat. Az egytlitthatdk

1 ™
a0 = 5 B f(z)dx

1 T
= / e Tdx
™ Jo

és

3

f(x) cos(nx) dx

Ay =

|
3

e ¥ cos(nz)dx

c\:‘\

s

[~e~® cos(na)] /O (—e—m)<—sin(nx))ndx)
([e—x(—sin(m))n}g - / " (e7)(= cos(nz))n? dx))

0

[—e™® cos(nav)];r -

A 30 [0 3=

:‘“\’/\/—\

((=D)"e ™ =1) — nla,,

2 1
nzfl_ _1 n_ —m .
an == (1= (1))

A Fourier-sor
l—e ™ 21— (=" "
'y 21- (D"

T T 1+n2
n=1

cos(nx).



5. Integrélja az u(x,y, z) = i+ k vektormez6t az r(u,v) = ui + vj + sinusin vk felilet (u,v) € [0, 7] x [0, 7]

darabjan g—z X gv irdnyitas mellett.

Megoldds. A normaélvektor
Oor Or

— X — + cosusin vk + sinwu cos vk
xSl = )% )
= —cosusinvi — sinu cosvj + k,

a vektormezd értéke a felilleten u(r(u,v)) =i+ k, az integral

T or Or
/Su~dA—/0 /0 u(r(u,v)) - (%Xav) dudv
:/ / (—cosusinv + 1) dudv
o Jo

s T
:—/ cosudu/ sinvdv + 7% = 2.
0 0

6. Hatdrozza meg az xy® — 1 + (V1 + 22 + 33?2 + 32%y?)y’ = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Megoldds. A differencidlegyenlet P(z,y)+ Q(x,y)y’ = alakd, ahol P(x,y) = zy> —1és Q(x,y) = V1 + 22+
3y? + 322%y?

Q,y) =
oz V1422

tehédt az egyenlet nem egzakt. Létezik csak az x valtozotdl fliggd multiplikator:

+ 61y2,

OP(zy) _ 0Q(z,y)

In |M(z) :/ 8yQ(a¢ y)az dz

— A= 3zy?
B
Vit 6y

T 1
= _— :—71 1 2
/( 1+I2)dx 5 (1 +2%) +C,

tehdt M (z) = ﬁ integralé tényezd. Az egyenlet ezzel megszorozva mar egzakt:

zy3 —1
V1422

Egy potenciél

T 1 Y ) ] 5
ulx,y :/ (‘) dx—l—/ (1+3 14 a2n )dn: —arsinhx + y+ 1+ 22y°.
(z.9) 0 14 22 0
A differencidlegyenlet altaldnos megoldéasa implicit alakban — arsinh x + y(z) + V1 + 22y(z)? =

—T

+ (14 3V1+ 222y = 0.

7. Hatérozza meg az f(z) =

fliggvény Laplace-transzforméltjat.

Megoldds. f(x) folytonos és korlatos 2 > 0 esetén, tehdt a Laplace-transzforméalt létezik pozitiv valds részii
argumentumokra.
zf(x) Laplace-transzforméltja egyrészt —(Lf)’, mésrészt tabldzat alapjan

1 1

z z+1

Ebbdl integralassal adédik, hogy

(Ef)(z):—/(l— ! )dz:—lnz—l—ln(z—i—l)—i—C:ln(l—i—i)+C.

z z+1

A konstans meghatdrozasiahoz felhasznaljuk, hogy lim, .. (Lf)(z) = 0, ebb8l C = 0 kovetkezik, tehat
(L)(z) =In(1+ 7).



