Matematika szigorlat G (A3) — 2022. méjus 23.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az v/3 + i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak r(cos  +isin ), ahol r >0, g € R. /3 +1i =2 (§ + %z) =2(cos § +

isin%).

. Definidlja a lim,,_,~ a, = —oo mddon jelolt fogalmat.

Megoldds. Az (a,) valés szamsorozat hatarértéke —oo, ha VK € RIng € NVn > ng : a,, < K.

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
f@)=y.

. Hogyan irhato fel egy T szerint periodikus f : R — R fiiggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszdmolni az

egylitthatoit?
Megoldds. ag + Zzo:l (an cos %T”x + by, sin 2”—"3:), ahol

T
1 /T
ap = T/o f(z)dx
2 (7 2mn
Ay = ? /(; f(:c) COS TCC dl'

2 (T 2
bn:T/O f(x)sin%xda:

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linearis egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egytutthatématrix

és a kibovitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatématrix és a kibévitett matrix rangja megegye-
zik.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (xq, o) pontbeli differencidlhatésdganak fogalmat.

Megoldds. f(z,y) differencidlhaté az (zo,yo) pontban, ha léteznek olyan A, A, szamok, amellyel

f(x,y) — f(x0,90) — Ae(x — 30) — Ay(y — o)

li =0.
(z,y) = (w0,20) V(& —20)2+ (y — yo)?

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencialjanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartoméanyon skaldrpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomdny, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
av

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ =0 alakl’l differencidlegyenlet egzakt D C R?-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = 2u(z,y) és Q(z,y) = m 9 u(x,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, =Q;.)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

eI
1 + e”
Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushelye.

fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

1. Végezze el az f(x)

x

lim ¢ =0
z——o00 1 + %
e’ . 1

lim = lim =
z—o0 |1 + % z—o0 e % 41

A derivaltak

, _ ez(l +em) _ eQm _ e%
fle) = (I+e*)2  (14e7)?

w1+ e")? —2e(14e")e”  e*(1—e")
f (m) - (1+6x)4 - (1+em)3 ’

Az els6 derivalt sehol nem nulla, a masodik derivalt zérushelye x = 0. Az elGjelek:

‘ (*O0,0) ‘ 0 ‘ (0700)

f / infl r
f! + + +
1" + 0 —

Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimptota van. Ry = (0, 1), grafikon:

(SIS

2. Szémitsa ki az aldbbi integralt.

> 1
/ —dr
1/e TIn"x

Megoldds. Mivel az integrandus az 1 pontban végtelenhez tart, az integrdldsi tartoményt harom részre
bontjuk (e helyett barmilyen 1-nél nagyobb szdm megfelel):
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3. Hatéarozza meg a Z _

an sor Osszegét.

n=0

Megoldds. Hasznaljuk a mértani sor masodik derivaltjat. |z| < 1 esetén

oo d o0
-2 _ -1
Zn(n—l)x” _@chn
n=0 n=0
d? o
)
dx o
_& 1 _d 2
S da?l-x de (1—-2)2 (1 —x)3’

tehdt
= 222
Zn(n —Da" = —.
o (1-2x)

A megadott sor x = % helyettesitéssel adodik, Gsszege %.

4. Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbél all6 bazis (C felett)?

-1 -1 0 0
2 1 0 0
A= 0 0 -2 3
0 0 -1 2

Megoldas. A karakterisztikus polinom

A1 -1 0 0
25 1-A 0 0
det(A — \I) = 0 0 \_9 3
0 0 -1 2-2A
IS I O S S )
= 2 1—AH 1 2—)\‘_(/\ OO -1,

tehat a sajatértékek +1 és +4. Mivel minden sajatérték multiplicitasa 1, 1étezik sajatvektorokbdl all6 bézis.



A )\ =1 sajatértékhez tartozoé sajatvektorok meghatdrozéasa:

I
A-1-1= ~f{0 1 0 0
0o 0 -3 3 00 -1 1
0 0 -11
tehat a sajatvektorok [O 0 1 1]T nulldtol kiillénbo6z6é tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:
g _21 8 8 10 0 0
A—(-1)-I= ~[0 1 0 0
0 0 -1 3 00 -1 3
0 0 -1 3

tehat a sajatvektorok [0 0 3 1]T nullatol kiilonb6z6 tobbszorosei.
A X\ =i sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatdrozasa:

- -1 0 0 1—4i -1 0 0 .
Aig—| 2 1-i 0 0 | sa=(+)ss |0 0 0 0| _10_2 _01 (1) 8
E ) 0 -2-4i 3 0 0 —2-i 3 0 0 01
0 0 12— 0 0 -1 2—j

tehat a sajatvektorok [1 -1 =2 0 O]T nullatol kiillénb6zé tobbszorosei.
Mivel A valés, a —i sajatértékhez tartozé sajatvektorok az i sajatértékhez tartozoé sajatvektorok konjugdltjai,

azaz [1+i —2 0 0] nullatd] kiilonbézé tobbszérosei.

. Integrélja az f(z,y,2) = /2wy fiiggvényt az r(t) = costi+sin tj+tk paraméteres egyenletii gérbe t € [0, 7/2]
paraméterértékeknek megfelelé darabjan.

Megoldas. A paraméterezés derivaltjanak abszolutértéke

|7(t)| = |—sinti + costj + k| = Vsin?t + cos2t + 1 = /2,

a fiiggvény értéke a gorbén f(r(t)) = V/2costsint. Az integral
w/2
[ras= [ sarola
0
/2
= / V2costsintv2dt
0

w/2
= / sin 2t dt¢
0

B { cos2t]7r/2

0

+o =1

N = )

1
2
. Oldja meg a cosh(y)y’ = sinh(y) tanh(z) differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

coshy s _ sinhax

Megoldas. Az egyenlet szétvalaszthato: snho Y = cosha

mindkét oldalt integraljuk:

Insinh(y(z)) = / coshy , . _ / sinh 2

dz =1 h .
sinh y coshz © = Incosh(z) +C

Ebbdl az altalanos megoldés y(x) = arsinh(C cosh z). A kezdeti feltétel alapjan 1 = y(0) = arsinh(C'), tehat
C = sinh(1), igy a kezdetiérték-probléma megoldasa
y(x) = arsinh(sinh(1) cosh z).

. Hatdrozza meg az y" — 2y’ — 3y = 2? differencidlegyenlet altaldnos megoldésat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? — 2\ — 3 = (X — 3)(\ + 1), tehat a gyokok —1 és 3. A homogén
egyenlet altaldnos megolddsa Ae™® + Be3?,



Az inhomogén tag polinom, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjik y(z) =
Co + Cix + Cox? alakban. A derivaltak

y/(l’) = Cl + QCQ.T
y”(x) = 2027

az egyenletbe behelyettesitve
202 — 2(C1 + QCQCE) — 3(0() + C’lx + CQCBQ) = 1'2
adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha 2Cy — 2Cy — 3Cy = 0, —4Cy — 3C; = 0 és —3Cy = 1. Az

egyenletrendszer megoldasa Cy = f%, C) = g, Co = f%, tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
y(z) = —% + %x — %mQ + Ae™* + Be?®,



