Matematika szigorlat G (A3) — 2022. méjus 31.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha zq1 = r1(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa + i sin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Mondja ki a Weierstrass-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, létezik minimuma és maximuma, azaz léteznek ¢, d € [a, b]
szdmok, amire minden x € [a, ] esetén f(c) < f(x) < f(d).

. Hogyan jellemezhetd egy kétszer differencialhaté fiiggvény konvexitasa a masodik derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R kétszer differencidlhaté fliggvény pontosan akkor konvex, ha f” nemnegativ.

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?

Megoldads. ag + Zflo:l (an cos %T”x + b, sin 27%‘;10), ahol
1 T
ag = ?/0 flz)dx
2 [T 2
ap, = T/o f(z)cos %xdx

2 (T 2
bn:?/o f(x)sin%nxdx

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. AV halmaz a + : VxV — V és - : R x V — V miveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R:a-(B-v) = (aff) v, és Vu,v € Vo, € Resetén (a +0)-v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény az (x¢,yo) pontbeli folytonossigédnak fogalmét.

Megoldds. f folytonos (xo,yo)-ban, ha Ve > 03§ > OV(x,y) € R? : /(x —20)2+(y—w)2 < § =
[ (@, y) = flzo,y0)| <€

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezd. Ha D konvex (vagy csillagszerl vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Hogyan lehet kiszamitani az r : [a,b] — R3 differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(xz,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = 2u(z,y) és Q(z,y) = a%u(w,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = @Q,.)

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(x)e **dx, Lf értelmezési tartomdnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integrél 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.

an =/t +n2 —n?
n! n
b = (n! —(n— 1)!)

Megoldds.
lim a, = lim v/n*+ n2 —n?
n—oo n— oo

n*+n? —n*

= lim ——
n—)oo,/n4+n2+n2
. 1 1
= lim =3
n—o00 1+#+1

) . n! "
e o = 12, (M)

n

1+ 1 n—1 n—l_
n—1 -

2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

Vg,
x4+ 2y/x+5

Megoldds. x = u?, do = 2u du helyettesitéssel

v /2 u?

dz = ——Fd
z+2y/x+5 v Wt 2ut5
2u+5

= 2-2——— _|d

/( u2+2u+5> Y

2u + 2 3
=2u—2 d
“ /<u2—|—2u+5+u2+2u+5> “

lim
n—oo

1
=2u—2In(u? + 2 5)—-6 | ————d
=2l +2u+5) /(u+1)2+4 “
) 3 1
=2u—2In(u® +2u+5)— = | ————du
2/ () 41

1
= 2u — 2In(u? + 2u + 5) — 3arctan <u—2|—>

1
=2vz — 2In(z + 2y/z + 5) — 3arctan (@) +C.

3. Hatédrozza meg az f(z) = m figgvény zo = 0 kozépponti Taylor-sorat és annak konvergenciasugarat.
Megoldas.
1 1
22 22 +1 (x —1)2
d 1

A konvergenciasugar 1, mivel a tagonkénti derivilds nem véltoztatja meg és a mértani sor |z| < 1 esetén
konvergens.



4. Hol vannnak és milyen tipustak az f(x,y,2) = 22 — a* — y? — 22 + yz fiiggvény lokélis szélséértékei?
Megoldds. A fuggvény mindenhol folytonosan differencidlhaté, igy lokélis széls6érték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

fi(x,y, 2) = 20 — 4a® = 22(1 — 227)
fg;(xay,z) = *2y+2
f;(x,y,Z) = _2Z+y7

f! akkor 0, ha x = 0 vagy = = +1/v/2, [y és f. pedig akkor 0 egyszerre, ha y = z = 0. A Hesse-métrix

frw(@y,2)  foy(xy,2) (2,9, 2)
H(x,y,z) = gl/lat(x’y7z) g/;ly(xvyaz) gl/z(m?yvz)
| fa(@y,2) o (zy.2)  fl(zy,2)
[2—-1222 0 0

= 0 2 1,

0 1 -2

ha 2 = 0, akkor a métrix indefinit, tehat a (0,0,0) pontban nyeregpont van, ha x = 41/1/2, akkor negativ
definit, tehat a (—1/4/2,0,0) és (1/4/2,0,0) pontokban lokalis maximum van.

5. Hol van a tomegkézéppontja az 2% + y? = 1 egyenleti feliilet y > 0, |2| < y egyenlStlenségek altal kijelolt
darabjanak?
Megoldds. Az alakzat hengerpaldst darabja, paraméterezziik r(¢, z) = cos ¢i + sin ¢j + zk médon, a para-
métertartomanyt meghatirozo egyenlétlenségek 0 < ¢ < 7, —sinp < z < sin .

A normélvektor abszolutértéke

o or
0 0z

A tomegkozéppont koordindtai az elsérendli nyomatékok és a felszin hanyadosai. A sziikséges integralok:

T sin ¢ T
/ / dzdgi):/ 2singpde =4
0 —sin¢ 0

/Ow/sin¢ Cos¢dzd¢:/0ﬂ2sin¢c()5¢d¢:0

—sin ¢

T sin ¢ T
/ / singbdzdgi):/ 2sin? pdp =7
0 —sin¢g 0

™ sin ¢
/ / zdzde =0,
0 —sin ¢

tehdt a tomegkozéppont helye 7j.
6. Oldja meg a —x + y + (z + y)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = —3 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd,

or _, _9Q
oy oz’

= |(—sin @i + cos ¢j) x k| = 1.

1



tehat egzakt. Egy potencial
z Yy
y)= [ P(£0)d ,n)d
uw) = [P0 [ Q@
z Yy
- [0+ [@rna
0 0

1.2 N N y2
—— tay+ =.
g T

Az éltalanos megoldas u(z,y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjén C = u(0,y(0)) = u(0,—3) = 3. Ennek
alapjan a kezdetiérték-probléma megoldasa

y(z) = —z — V222 4+9.

. Hatérozza meg az y" + 4y’ + 4y = z differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 +4X+4 = (A+2)?2, tehdt a —2 kétszeres gydk (belsd rezonancia).
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa Ae=2* 4 Bxe <.

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = Cy + Cyx alakban. A derivaltak

az egyenletbe behelyettesitve
4C) +4Cy + 4Chx =«

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha 4Cy + 4C7; = 0 és 4Cy; = 1. Az egyenletrendszer megoldasa
Co = —1, C1 = 1, tehét az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(z) = —1 + 1z + Ae~2* + Bre 2.



