Matematika szigorlat G (A3) — 2022. jinius 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?
Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja az f : R — R fliggvény xq pontbeli folytonossagat.

Megoldds. Ve > 036 > OVx € (xg — 0,20+ 0) : |f(z) — f(x0)] <.
Mondja ki az egyvaltozés fiiggvényekre vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldas. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, deriviltja ott f és f integralhatd,
akkor [? f(z)dx = F(b) — F(a).

. Mondja ki a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkoz6 minoranskritériumot.

Megoldds. Ha Y a, = oo és Vn € N: a,, <b,, akkor Y.~ b, = c0.

. Definidlja a vi,va,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vq,va,..., Vv linedrisan fliggetlenek, ha a1 vy +agvo+ -+ apvy =0 esetén o =g = -+ - =
ap = 0.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény iranymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldas. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyd derivaltjanak az ro pontban a t — f(rg+te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

. Hogyan lehet kiszamitani az r : D — R? differencidlhaté fiiggvénnyel (D C R?) megadott feliiletdarab

felszinét?

Megolddas. //
D

or(u,v Or(u,v)

(u,v)
5 X 5 du dw.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé iranyitott feliilet hatarol, és legyen u
folytonosan differencialhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divudV.
v \%

. Definidlja a linearis alland6 egyutthatés homogén differencialegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan

lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az apy™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 linedris alland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az an,A™ + a1 A" "L 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei A1, ..., A, multiplicitasuk rendre mq,...,m,., akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
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Mit neveziink szétvalaszthato valtozoju kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy els6rendii differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozdju, ha y' = f(x)g(y) alaki.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Végezze el az f(x) = 2 — 3ax fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat (a € R paraméter).

Megoldds. Dy = R, paratlan, nem periodikus, zérushelye f(x) = z(z? — 3a) alapjan @ = 0, és a > 0 esetén
ezen kivil ++/3a is.

lim f(z)= lim 2° (1 — ?)a) = +o0.

z—+o0 z—+o0 x2

A derivaltak

f'(z) = 32% — 3a
1" (z) = 6.

Az elsd derivilt a < 0 esetén mindenhol szigortian pozitiv, a > 0 esetén a zérushelyei +/a, a méasodik
derivalt zérushelye = = 0. Az elgjelek a > 0 esetén
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tehat nincs ferde aszimptota. Ry = R, grafikon:



a<0 a>0
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oo
. Hatarozza meg a E o |3 sor konvergenciasugarat és Osszegfiiggvényét.
n=0

Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a konvergenciasugar
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. Szamftsa ki az f(z,y) = In(z? + y?) fiiggvény integraljit a
T ={(z,y) e R*|1 <a® + 4> <’}

tartomanyon.

Megoldas. Az integréalt polarkoordindtakkal érdemes szamolni, x = r cos ¢, y = rsin ¢, a Jacobi-determinans
r, az integraldsi tartomanyt megadé egyenlétlenségek 1 < r < e, 0 < ¢ < 27. Az r szerinti integréldst
parciélis integralassal végezziik:
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. Potencidlos-e az u(z,y,2) = (22 + y* + 2> — 1)(2i + yj + 2k) vektormez6? Ha igen, hatdrozza meg egy
potencialfiiggvényét.
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Megoldds. u mindenhol értelmezett és
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tehat 1étezik potencidl (abbdl is kovetkezik a potencidl 1étezése, hogy u centrilis vektormez8). Egy poten-
cialfiggvény
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6. Hatarozza meg az u(x,y,z) = (2% + y>)i+ (y° — 2®)j + 2yzk vektormezd integraljat az ABC D négyzeten,
ha A = (1’ _170)7 B = (1ﬂ 170)7 C = (_17 170)7 -D = (_17 _170)
Megoldds. Zart gorbén integralunk, igy hasznalhatjuk a Stokes-tételt: a keresett integral egyenld rotu
integraljaval barmely olyan S feliileten, aminek a pereme az ABCD négyzet.
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Legyen S a négyzet lapja, paraméterezése r(u,v) = ui +vj (u € [-1,1], v € [-1,1]), a norméalvektor
Oor " Or
ou’ v
ami a jobbkéz-szabély szerinti iranyitdsnak megfeleld. A vektormezd rotacidja
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= zzi — yzj + (=327 — 3y?)k,

a feliileten kiértékelve
rot u(r(u,v)) = —3(u? + v?)k.

Az integral
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7. Hatdrozza meg a \/zy” + y' = 0 differencidlegyenlet &ltaldnos megold4sat.



Megoldds. Az egyenlet a v = 3’ 0j valtozora nézve szétvalaszthato:

mindkét oldalt integraljuk.

v 1
1 = —dr=— | —=dx=-2 +
nuv /U x /\/5 x \/5 C,

tehat v(z) = Ce~2V*. Ebbél Gjabb integralassal (u = v/z, dz = 2u du helyettesitéssel) kapjuk az altalanos
megoldast:
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