Matematika szigorlat G (A3) — 2022. jinius 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja egy valds szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
. 1( — f(b)—f(a)
amire f'(c) = ==

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.
Megoldds. A Y " an sor abszolit konvergens, ha Y7 |ay| konvergens. Példdul Y7 (—=1)"+.

n=n, n=ngo n

. Irja fel a sik z tengelyre tiikrozésének matrixat a szokésos i, j bazisban, és adja meg a méatrix sajatértékeit.

Megoldds. [é _01], a sajatértékek +1.

. Irja fel az f(x,y) kétvéltozos fiiggvény (xo,yo) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldas.

f(:EOa yO) + f;(l‘Oa yO)(w - .’L'()) + f'L//(xO?yO)(y - y0)+
1 1
+ if;/x(xo,yo)(l’ —x0)* + fay (o, y0)(x — o) (y — yo) + 5]%(3/ —y0)?
Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkoz6 Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencialja U, és r : [a,b] — R® térgorbe, akkor v
integralja a gorbe mentén U(r(b)) — U(r(a)).

. Definiadlja a Lipschitz-folytonossig fogalmat.

Megoldds. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
x,2’ € Resetén |f(x) — f(«')] < Lz — 2'|.

Irja fel a masodrendfi, kozonséges, linearis, homogén differencidlegyenletek altaldnos alakjat.

Megoldds. as(x)y” + a1 (x)y’ + ag(x)y = 0.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

2
1. Végezze el az f(x) = \—iil fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
x
Megoldds. Dy = [0, 00), nem paros, nem paratlan, nem periodikus, zérushelye z = 0.
2\/x 2

0.

li = lim —= =
x;ngox+1 z;rrgoﬁ+%

A derivaltak
B %(m—i—l)—Q\/}i %—\/E

v (32732 = 127V (z +1)2 — (% — V) 2(z+1)
f(z) = (z+1)4

1 3x2 — 6z —1
_71‘_3/2% Xz

2 (x+1)3
Az els6 derivalt zérushelye z = 1, a masodik derivalt zérushelye z =1 + % Az elbjelek:

(O] 1 [11+2) [ 1+2 | (1+2,0)

I s max N infl K
1 + 0 - - -
f// _ _ _ 0 +
Lattuk, hogy +oo irdnyban vizszintes aszimptota van. R; = [0, 1], grafikon:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

1 2z
/ te ~dx
1+4e®

Megoldds. t =", x = Int, de = %dt helyettesitést alkalmazunk:

14 e 1+t21 1—t
dr = —dt = 1+ —— | dt
/1+ez o /1+tt /( +t(1+t)) ’

majd a hanyadost parcialis tértekre bontjuk:

1-t¢ A B

t(l4+1t) ¢ + t+1
Meg mindkét oldalt megszorozva a kozos nevezével
1—-t=A({t+1)+Bt=(A+B)t+A

adédik, ami akkor igaz minden t esetén, ha A=1¢és A+ B = —1, azaz B = —2. Az integral

1+ e 1 1 i N
dz = 1+-—2——|dt=¢t+Injt| -2t + 1] ="+ —2In(e"+ 1)+ C.
1+e” t t+1



(z + 1)" hatvanysor konvergenciatartomanyéat.

oo
3. Hatarozza meg a
& ; nlnn

Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a konvergenciasugar

-1
R= <lim sup {/ L ) =1
n—s00 nlnn

A hatvanysor koézéppontja o = —1, tehat a konvergenciaintervallum végpontjai —2 és 0, ezeket kiilon kell
megvizsgalni. Az x = —2 pontban a sor

oo

1 — (="
24+ 1" =
annn( +1) ; nlnn’

n=2

ami Leibniz tipusi (valtakozé eldjel, tagok abszolitértéke monoton csokkenve nulldhoz tart), tehat konver-
gens.

Az z = 0 pontban adéd6 > 7, nﬁm sor vizsgdlatdhoz hasznédlhatjuk az integrélkritériumot. f(x) =
monoton csokken ha z > 1,

1

zlnx

<1 v o1
/ dz = lim dz = lim [Inlnz]; = oo,
2

zlnz w—oo Jo zlnzx w—oo

tehdt a sor is divergens. A konvergenciatartomény tehat [—2,0).
4. Hatérozza meg az f(x) = |sin(x/2)| fliggvény Fourier-sorat.

Megoldas. A figgvény péaros, tehdt a Fourier-sorban nincsenek szinuszos tagok:

(oo}
ag + Z ap, cos(nx),

n=1
ahol
1 27
= — d
ao 27r/0 f(z)dx
1 271'
:—/ sin — dz
27T 0
1 [ 9 r“ 2
= — |—2cos = = —
2 0 T
és
1 27
ap, = f/ f(x) cosnzdx
™ Jo
1 /27\' . T
= — sin — cos nx dx
iy 0 2
L[ (o () sin (3 - ) a
= - — (sin { = + nx sin ( = — nx T
T Jo 2 2 2

[cos (% + nx) _cos (% — mv)r7T

14 2n 1—-2n o

1 N 1 41
1+2n 1—2n) w1—4n?"

5. Integralja az u(x,y,2) = e *xi + e *yj vektormezét az x2 + y? + 22 = 1 egyenletii gémbfeliilet z > 0
darabjén kifelé (az origétol tédvolodd irdnyba) mutatd irdnyitas mellett.

BN R

Megoldds. A gombfeliilet szokdsos paraméterezése r(v, ) = sin ¥ cos pi+sin ¥ sin pj+cos vk, a z > darabnak
megfelel6 paramétertartomany [0, 7/2] x [0, 2], a normalvektor

0 0

£ X £ = sin¥r(d, ).
A vektormezd a feliileten

cos ¥

u(r(d, ) = e > ?sin v cos i+ e~ sin ¥ sin @j,



az integral (t = — cos?, dt = sin®} dv helyettesitéssel, majd kétszer parcidlis integraldssal szdmolva)

2 pm/2 or or
//Su~dA:/0 /0 u(r(d,¢)) <d19 3 )dﬂd

2m
= / / (e7*”sin® ¥ cos? p + e~ 7 sin ¥sin? ) dY dy

/2
27 / —cosP(1 — cos? ) sin g dvy
0

27r/ole 1-¢2 dt—2w<[et(1—t2)}gl—/j et(—2t)dt>
G

l—t2+2t)] 1+/O et(—2)dt>

-1

2

o [ef(1— 2 + 2t —2)]° = 2m(—1+4e™ ).

1

6. Oldja meg a 2x(1 +y) + (22 + 1)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd,

or_, 0
oy T oz’

tehat egzakt. Egy potencidlfiiggvény

ule,y) = /0 " P(e,0)de + /0 " Q) dy

:/012§d§+/0y(a:2+1)dn

=22 + (22 + 1)y.

Az dltaldnos megoldds u(z,y(x)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C = u(0,y(0)) = u(0,2) = 2. A
kezdetiérték-probléma megoldasa tehat

2 — g2

v =i

sinx
7. Hatdrozza meg az f(x) = —— fliggvény Laplace-transzformaltjat.
x

Megoldds. Jelolje F a Laplace-transzforméltat (z > 0 esetén létezik F'(z), mivel f korldtos és folytonos). Az

x — xf(r) = sinx fiiggvény Laplace-transzformaltja egyrészt —F”(z), mésrészt (tablazatbol) ; + ——. Tehat
1
_F’ —
() = o
amibdl

F(z) = —arctanz + C.

A konstans meghatarozasihoz hasznaljuk, hogy lim. o, F(z) = 0, ebbél C' = § adédik, azaz

F(z) = T _ arctan 2.
2



