Matematika szigorlat G (A3) — 2022. szeptember 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja fel az ﬁ komplex szamot algebrai alakban, ha a,b € R.

. 1 a—bi _ a _ b -
Megoldds. 7 = Giii(a—ty = @7 — a4 b

. Definidlja a lim,,_,» a, = —co mddon jelolt fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valés szamsorozat hatarértéke —oo, ha VK € R3ng € NVn > ng : a, < K.

. Definidlja egy f : [0,00) — R fliggvény 0 és oo kozotti improprius integraljat.

Megoldds. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és létezik a limp_, fob f(z)dz
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Ismertesse a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot.

a
Megoldds. Az Z an pozitiv tagt sor konvergens, ha lim sup ot < 1 és divergens, ha lim inf s,
o n—ooo  Qp n—oo  (Gp
. Definidlja a vi,va,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmét.
Megoldas. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + aovo + -+ - apvy = 0 esetén o = g = -+ =

5 =0.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalmat.

Megoldds. f(z,y) differencialhat6 az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szdmok, amellyel

im L@y) = fo,y0) — Awz — 20) — Ay(y — o)

=0.
(@:9)—(20,0) V(@ —0)2 + (y — y0)?

Hogyan lehet kiszdmitani az r : D — R3 differencidlhaté fiiggvénnyel (D C R?) megadott feliiletdarab
felszinét?
Megoldds. / /

or(u,v) 3r(u, v)
ov

du dv.

. Mondja ki a Gausstsztrogradszkij—tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomény, amelyet a 9V zdrt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divaudV
ov

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzforméltjét.

Megoldds. (Lf)(z) = [;° f(x)e™*"dz, Lf értelmezési tartomdnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(z) = Vze ®/? fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatét.

Megoldds. Dy = [0, 00), nem péros, nem pératlan, nem periodikus, zérushelye x = 0.

lim ze */? = 0.

Tr—r 00

A derivaltak

1 1 11—z
! — . m/2 _ —x/2 _ = % —x/2
Fl@) =57 p Ve NG
1
f/,(x) _ _2\/>_ (l_x)\/iefm/Z _ 171'671/2 o ‘T272x71 7:”/2.

iz 4z T 4z ¢
Az elsé derivalt zérushelye z = 1, a masodik derivalt zérushelye = 1 + /2. Az el6jelek:

O, | 1 [ (1L,1+Vv2) | 14V2] (1+v2,00)
N

f 4 max N infl
I + 0 — — —
f/l _ _ _ 0 +

Lattuk, hogy +oo irdnyban vizszintes aszimptota van. Ry = [0,1/4/e], grafikon:

| (1+\/§7\/1+\/§e‘%<1+ﬁ>)

N
L

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/\/1‘2 + 2z dx

Megoldds. A négyzetgyok alatti kifejezést teljes négyzetté alakitjuk. 2% + 2 = (z +1)? — 1, tehat cosht =
x + 1, sinh ¢t dt = dx helyettesitést érdemes alkalmazni:

/\/x2+2mdx:/\/Costh—lsinhtdt

= / sinh? ¢ dt

1 — cosh 2t
[,

_t sinh2t
2 4
arcoshx  sinh2arcosh x
= B - 1 + C.

o0
1
3. Hatarozza meg a E sin () 2" hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n

n=1



Megoldds. Az egyiitthatdk sorozata a, = sin (%), a konvergenciasugarat a Cauchy—Hadamard-tétel segitsé-
gével hatarozzuk meg:

— = lim a,
n—oo
1

= lim {/sin | —
n—oo n
I sin (%) 1

= lim T — =1,
n—o00 o n

mivel lim;_.q Si;” =1, igy az els6 tényezdben a gydk alatt egyhez tartozd sorozat all, és lim,, o, {/n = 1.

Az x = —1 pontban a sor Leibniz-tipusd, mert sin monoton nd a [0, 1] intervallumon, a 0 pontban folytonos
és 0 az értéke, % monoton cstkkenben nulldhoz tart, az eljle a (—1)™ tényezé miatt valtakozik.
Az x =1 pontban

sin(3)

n

lim
n— o0

miatt az dsszehasonlité kritérium (minordnskritérium) alapjan divergens, mivel 07 % = 00.
A konvergenciatartomény tehat [—1,1).

. Hatérozza meg az OAO~! matrixot és annak sajatértékeit (a sajatvektorokat nem sziikséges megkeresni).

2 4 1 1 01 0 0
0 -3 5 3 0 0 01
A= 0 0 0 =2 0= 0 010
0 0 0 1 10 0 0

Megoldds. Az O métrix ortogonalis, emiatt O~! = OT. Ennek felhasznalasival

OAO~' = 0407

01 00]2 4 1 1700 01
o0 0 1|0 =3 5 3|1 0 0 O
~lo o1 0/|l0 0O 0 —2||0 0 1 0
1 0000 0 0 1][0 100
0 -3 5 37fo 0 0 1]
100 0 1]|1 000
“1lo 0 0 —2/]0 0 1 0

2 4 1 1](0 1 0 0]

-3 3 5 0]
1o 1 00
10 -2 0 0

4 1 1 2]

Mivel a kapott matrix A konjugdltja, a sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel. A fels6 haromszog
matrix, tehit a sajatértékek a f6atl6 elemei, azaz 2, —3,0, 1.

. Integralja az u(z,y, z) = yzi — 22zj + xyk vektormezdt az x? + y* = 1, 2 = 1 egyenletrendszer(i gorbe
mentén a z tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljaras szerint.

Megoldds. A megadott gorbe korvonal, a szokdsos paraméterezése r(t) = costi + sintj + k (¢ € [0,27)), a
derivélt r(t) = —sinti + costj. A vektormezd értéke a gorbén

u(r(t)) = sinti — 2 costj + costsin tk.

A gorbementi integral

/u -dr = /0% u(r(t)) - r(t)de

2
= / (sinti — 2 costj + costsintk) - (—sinti 4 costj) dt
0

2m
= / (—sin?t — 2cos®t)dt = —3r.
0



6. Hatarozza meg a 223 — x + 629> + (62%y — y + 2y3)y’ = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasat.
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd, ahol

OP(z,y) _ 120y — 9Q(x, y)

Oy oy

tehat egzakt. Egy potencialfiiggvény
x y
u(ey) = [P0+ [ Qumdy
0 0
x y
= / (2% —¢) d¢ +/ (620 —n +2n%) dn
0 0

4 27T 2 41Y
-9 b3
2 2], 2 "2,
x4fx2+69:2y27y2+y4
5 :

Az &ltaldnos megoldés u(x, y(z)) = C, ebbél y(x) explicit alakban is kifejezhet:

y(x)i\/6332+1i\/32;1:48x2+80+1

2 )
ahol az el6jelek minden kombinacidja lehetséges.
7. Oldja meg az y" + 3y’ + 2y = e~ differencidlegyenletet y(0) = 0, y/(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 3\ +2 = (A+2)(A+ 1), tehat a gyokok —2 és —1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae 2% + Be ™.

Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
kereshetjiik y(z) = Cze™® alakban. A derivaltak

y'(z)=Ce ™ —Cae*=C(1 —x)e *
y'(z)=C(-1)e - C(1 —z)e * =C(x —2)e” %,

az egyenletbe behelyettesitve
Clx—2+3(1—2)+2z)e ="

adédik, ez akkor teljestil minden z-re, ha C' = 1. Az inhomogén egyenlet &ltaldnos megolddsa y(z) =
ze ™ 4+ Ae 2® 4+ Be™®. A kezdeti feltétel alapjan

—T

az egyenletrendszer megolddsa A = 1, B = —1. A keresett megoldés tehat y(x) = ze™% + e 2% —¢



