Matematika szigorlat G (A3) — 2022. december 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja a lim,_,~ a, = oo mdédon jelolt fogalmat.

Megoldas. Az (ay) valdés szamsorozat hatdrértéke oo, ha VK € RIng € NVn > ng : a, > K.

. Irja fel az (elegendben sokszor differencidlhatd) f fiiggvény xg € Dy pont koriili n-edik Taylor-polinomjat.
o= R
Megoldds. Z ?(x —x0)".
k=0

. Hogyan irhat6 fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?

— 2 2
Megoldds. ag + Z <an cos %nm + by, sin ;rfbx) , ahol

n=1
1 T
ag = T/o f(x)dx
2 (" 2mn
ap = T/o f(x)cos Txdx

2 (7T 2
bnzf/o f(x)sin%xdx

. Definidlja a valés vektortér fogalmat.

Megoldds. AV halmaz a + : V xV — V é - : R x V — V miiveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,B € K:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via, € Kesetén («+ ) - v =a-v+ -0 és
a-(utv)=a u+a-v teljesil.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x,y) kétszer differencidlhatd kétvaltozos fiiggvénynek az (xq, yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

1 1
Megoldds. Ha f; (w0, y0) = fy(z0,y0) =0 és fg/clx(xo,yo) Tye (0. 40)

" (oy0) 7 (o, o) > 0, akkor az (x¢, yo) pontban lok4lis

széls6érték van.
Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldas. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Ismertesse a feliileti integral kiszamitasanak maodjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R3 paraméterezett irdnyitott felillet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u

feliileti integrélja a felileten [, Z24a) (vl (p(y, 1)) dudv médon szédmithato, ha 22080) s I0) gy py

a feliilet irdanyitasanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(20,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?
Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = Zu(z,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: P, = Q)

oz



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

3
1. Végezze el az f(z) = LQ fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.

vi+zx

Megoldds. Dy = R, nem pédros, nem pdratlan, nem periodikus, zérushelye v = —3.
141
lim f(z) = lim z L 1
T—00 T—00 |Jj| 12 +1
141
lim f(z) = lim * |
T——00 T——00 |,1j‘ ?12 + 1

A derivaltak
VIita? —(@+3) At 1-3

[(z) = 1+ 22 _(1+$2>3/2
() = —3(1+2%)%? — (1-3z) -3zv/1+22 3(22%—z—1)
N (1+a2)3 (L4 a22)5/2
Az els6 derivalt zérushelye x = %, a masodik derivalt zérushelyei x = —% és x = 1. Az elGjelek:
1 1 11 1 1
[ (=00 =3) | =5 | (=3,9) | 3 [GD][ 1 |1

I / infl s max infl K
I + + + 0 - - -
1" + 0 - - 0 +

Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimptota van. Ry = (—1,/10], grafikon:

,,,,,,,,,,,,, -1+

2. Szémitsa ki az /x\/ x2 + 2z + 2dx integrélt.

Megoldds. A négyzetgyok alatt masodfokii polinom 4ll, teljes négyzetté alakitjuk: 22 +2x+2 = (z+1)2+1,
tehat o + 1 = sinht, dz = cosht dt helyettesitést alkalmazunk. Ekkor (z + 1)2 + 1 = cosh? ¢, tehét

/x\/x2+2x+2dz:/(sinhtfl)cosh%dt

1 h 2t
= / (sinhtcosh2 t— —’—C;)S) dt

cosh®t t  sinh2t

3 2 4

B cosh® arsinh(z 4+ 1)  arsinh(z +1)  sinh 2arsinh(z + 1) L C
B 3 - 2 - 4 '

o0
3. Hatarozza meg a E on sor osszeget.

n=0



Megoldds.

T gcd 1
(1—x)? del—=z

ha |z] < 1. A keresett numerikus sor x = % helyettesitéssel adodik:

oo

o=

n
—=—1_ =
=2 (1-3)
. Adja meg az a valés paraméter értékét ugy, hogy az aldbbi egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa
legyen, és oldja meg az egyenletrendszert ezen paraméterérték mellett.
T+ To 4+ 3r3 =a
—21‘2 — 31‘3 =-1
31’1—31’2-1’3:0
7561+3l‘27933:1

Megoldas. A kiboOvitett méatrixot hozzuk sormiiveletekkel 1épcsés alakras:

1 1 3|a 1 3 —1]1 N S N
0 -2 —3| 1] s;00 o 31 Bl —2 -3 -1
3

0
-3 —1/0| T |3 -3 —-1]0 ~ 0 6 —4| 3
1

-1 3 -1]1 1 3 a 0 4 2 la+1
[T 3 1] 1 103 1| 1
si+2s§ 0 —2 -3 —1 54—%53 0 -2 -3 —1
0 0 -13 0 0 0 -13 0
0 0 —4 |a-—1 0 0 0 a—1

Ebben az alakban leolvashatjuk, hogy az egyiitthatématrix rangja 3, mig a kibovitett matrix rangja 3 ha
a = 1, egyébként 4, tehat a = 1 esetén 1étezik megoldas. Mivel a rang megegyezik az ismeretlenek szamaval,

a megoldas egyértelmii. a = 1 esetén a megoldast az utolsé egyenlettél visszafelé haladva szdamolhatjuk:

1 1
l‘3:0,$2:§,1‘1:§.

. Szamitsa ki az r(t) = In>#i + Inlntj + 2Intk egyenletii gorbe ¢t € [e,e?] paraméterértékeknek megfeleld
darabjanak ivhosszat.
Megoldas. A derivalt hossza

olnt, 1, 2
|2t 12
[£(t) P e T ‘

{2t 2+ 1 2+ 2\°
B t tint t
C[1+2In%¢

B tint

t > 1 esetén az abszolutérték elhagyhatd, az ivhossz

2
“1+2In%t 9 1¢?
/e Wdt—[lnlntﬁ-lﬂ t:le —3+1n2
. Oldja meg a
2 Yy ’
cos(x)+ |-+ ——= |y =0
() (3 3\/3+y2>

differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.



Megoldas. Az egyenlet szétvalaszthato:

2 Y /
-t — = —cos(x).
(3 3 3+y2>y (=)

Mindkét oldalt integraljuk:
2w N [f
/0 <3+3 3+y(§)2>y(5)d5—/0( cos €) d¢,

2

gy(:z:)f%y )+ = \/3+y f*\/3+y )2 = —sin(x).

azaz

A kezdetiérték-probléma megoldasa implicit alakban

2 1
2@ + S /3T - L = —sin(a).
1
. Oldja meg a ¢y’ +y = ——— differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

1+e
Megoldds. Az egyenlet inhomogén elsérendi linedris, el6szor a hozza tartozd ¢y’ +y = 0 homogén egyenletet
oldjuk meg. Mivel ez allandé egylitthatds, az altalanos megoldast a karakterisztikus polinom segitségével
kereshetjiik meg. A karakterisztikus polinom A + 1, tehdt Ae™* a homogén egyenlet altaldnos megoldasa.
Az inhomogén egyenletet az alland6 varidlasanak moédszerével oldjuk meg. A megoldast c(z)e™* alakban
keresstik:

1
/ —x _ —T —T —
c(x)e c(x)e™ + c(x)e Tre
amibél ¢'(z) = 5= + — adodik. A primitiv fiiggvényt t = e, dt = e® dx helyettesitéssel hatarozhatjuk meg:

e.'L'
c(x )—/1+6mdx

——dt
/1+t

=1In|1 +¢ =In(l +€*) + C.

Az egyenlet dltaldnos megoldasa tehat y(z) = In(1 + e*)e™* + Ce™*, a kezdeti feltétel alapjan 0 = y(0) =
2+ C, amibél C = — In 2 ad6dik, igy

. ; 1 x
y(z) =In(1+e")e ™ —In(2)e™™ =e *In te



