Matematika szigorlat G (A3) — 2023. januar 10.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szam trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban a —1 + i szdmot.
Megoldds. A trigonometrikus alak r(cos + isingp), ahol r > 0, ¢ € R. —1 +1i = /2 (—% + %z) =

2(cos 3 + isin 2T).

. Milyen g € R esetén konvergens az a,, = aq"™ mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |q| < 1, akkor a hatdrérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
f@)=y.

. Irja fel a sik x = y egyenesre vonatkozé tiikrozésének matrixat a szokdsos i, j bazisban, és adja meg a matrix

sajatértékeit.

Megoldas. [(1) (1)}, a sajatértékek +1.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéltjdnak az rg pontban a t — f(ro 4+ te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (0, %o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(xo,y0) + f1(T0,Y0)(x — 20) + f,,(Z0,y0) (¥ — Yo)-
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencialhaté fiiggvénnyel megadott térgoérbe ivhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.

Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u folytonosan

differencialhat6 vektormez6. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

Ismertesse a szukcessziv approximacié fogalmat.

Megoldds. Az y' = f(x,y), y(zg) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximécidja
alatt a @o(z) = yo,

| " e pnlE) de

rekurzioval definidlt fliggvénysorozatot értjiik.

Definiélja a lineéris allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altaldnos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 linedris alland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, \™ + ap_1 A" "L 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei Aq1,..., A, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
e)\lm xml—lez\lx e)\rx xm,‘—le)wx
ey e ey .



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
x

1. Végezze el az f(z) = = fliggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
n‘x

Megoldds. Dy = (0,00) \ {1}, nem péros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushely.

B llf’x—(lnx—Q)% _6—2nx

In® z zlnx
2

Az els6 derivalt zérushelye = = €2, a mésodik derivéalt zérushelye z = e3. Az el§jelek:
‘ (0,1) ‘ 1 ‘ (1,€?) ‘ e? ‘ (€2,¢e3) ‘ e3 ‘ (e3,00)
f J X N min / infl s
1+ [ X0 = 0 + + +
1+ [ X + + + 0 -

Lattuk, hogy mindkét irdnyban vizszintes aszimptota van. Ry = (0, 00), grafikon:
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2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

oo
T
/ e "7 dx
— 00

Megoldas. Alkalmazzunk t = e~ dt = —e™* dx helyettesitést:

/e_”’_efz dzr = /(—e_t) dt

—et=e*" +C.

Az improprius integral kiszamitasahoz az integralasi tartomanyt két részre bontjuk:

1

2
0 210 —a 1
/ e "¢ dzr= lim [e_e } = lim ( —e ¢ ) = -
oo a——0o0 a a——o0 \ € e

és
o0 . —e7b - 1 1
—e=e T qz = i [*e } = lim (e ¢ =) =1-".
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Mivel mindkét integral véges, a kiszamitandoé integral is létezik, és a két érték Osszege, azaz 1.



n+7

3. Hatarozza meg a Z P
n

2" hatvanysor konvergenciatartomanyat.

Megoldds. A Cauchnyadamard—tétel szerint a konvergenciasugéarra

i n+7
—=lim {/ ———=
n—oo | n3 —4n +1

n

teljesiil, tehat R = 1. A végpontokban a tagok abszolutértékét feliilr6l becsiilhetjik (n > 3):

—4dn+1 -

n n+7 _ n+7 < 4n < 4n2 _é.
—dn+1 7" nn?-4)+1 " n%) n?

Mivel ZZO=1 n% < 00, a majordnskritérium alapjan a sor a végpontokban is (abszolit) konvergens. A

konvergenciatartomédny tehat [—1, 1].

4. Hatarozza meg azon 27 szerint periodikus f fuggvény Fourier-sordt, amelyre x € [—m, 7] esetén f(z) =
x(m — |z|) teljestil.

Megoldds. A fiiggvény paratlan, emiatt a Fourier-sora tisza szinusz sor: > - by, sin nz, ahol

1 (7 2 [T
by = — f(z)sinnzdr = f/ f(z) sinnz dz
™ Jo

-
Az integralt parciélis integraldssal szadmolhatjuk ki:

/Tf f(z)sinnzdx = /W(Wx — 2%)sinnz dz

0 0

- _(mc ~ 22 (7cosn:c)'7f B /W(w— 2) (7cosmc) de
- : 0

n

= [(me =2ty (-2 ([m_zx) (_)] _ / ”<_z> (_Si;gx) dx)
~ [tra = (=) - ( (-= ‘

_ :<_2 - M) cosmh — - (M2,
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Ez 0 ha n paros, tehat bay, = 0 és bog41 = %(Qkil)g, a Fourier-sor
=4 1
————sin((2k + 1)x).
kZ:O = ke @k + D)

5. Hatdrozza meg az z2 + y* — 2% < 1, |2| < 1 egyenlStlenség-rendszer altal meghatdrozott térrészt kitolté m
tomegii homogén test = tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat.

Megoldds. Haszndljunk hengerkoordindtédkat: r(r, ¢, z) = rcos i+ rsin@j + zk, a paramétertartomdnyt
meghatérozé egyenlétlenség-rendszer —1 < 2z < 1,0 < ¢ < 27, 0 < r < 1+ 22, a Jacobi-determinéns r.
Legyen p a test slirlisége, azaz m és a térfogat hanyadosa, ekkor

21 V1422
—p/ / / rdrd¢dz—27rp/ —;Z dz

i3
=2mp | =2+ fz = —Tp,
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amibél p = g addédik. A tehetetlenségi nyomaték p(y? + 2?) integrélja:

1 p2n pV/iF22
I, :,0/ / / (r?sin? ¢ + 2%)r dr d¢ dz
V1422

22
_7rp/ / (r? +22%)rdrdz = m/ {1 +zr} dz
=0

3m/ (1+Z 22(14 22 )dz?;)/ (52* +62% +1) dz

3
f3—2[z + 223 Jrz} =™



6. Hatarozza meg az 1 + et — differencidlegyenlet altaldnos megolddsat.

V1t (z+y)?
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd, ahol

Plz,y) =14 —— ———
(@9) 1+ (x +y)2

eLE

Qz,y) = \/ﬁ7

o
T —e (14 @+ y)?) P +y) — (L + (2 +9)D) 2+ e (1 + (2 +9)2) (2 +y)
N W e
=1

nem fiigg az y valtozétol, tehat 1étezik csak z-t6l fliggd multiplikdtor:
8Pé(9x,y) _ 3Q£§ﬂcvy)
lnM(x):/ v T —dz = -z +C,
Q(z,y)

tehdt M (z) = e~® multiplikdtor. Az

1 1
- \/1+(:1:—|—y)2+ \/1+(x+y)2y

egyenlet mar egzakt, egy potencialfiiggvény

—z ’

u(z,y) = ’ et S — R
(z,y) /0< *w)der/o \/md77

= —e ¥+ 1+ arsinhz + arsinh(x + y) — arsinhz = —e™* + 1 + arsinh(z + y).

Az §ltaldnos megoldés implicit alakban tehdt —e™® + 1 + arsinh(x + y(z)) = C.

7. Hatérozza meg az

f(z)_{o ha z € [0,1]

r—1 hax>1

fiiggvény Laplace-transzformdltjat.

Megoldas.
(L)(z) = | [flw)e ™" dx
0
b
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b—oo Jq
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b—oo —Z Ji-1 1 —r

b
. e—z;c e—Z.fC
= lim [(m— 1) - —
b—oo —Z z =1
672
22

ha Rez > 0.



