Matematika szigorlat G (A3) — 2023. mércius 17.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha zq1 = r1(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa + i sin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2))-

2. Mondja ki az 6sszetett fliggvény xg pontbeli differencialhatésdgara vonatkozé lancszabalyt.

Megoldas. Ha f és g olyan fiiggvények, hogy ¢ differencidlhaté az xo pontban és f differencidlhat6 a g(xo)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az xo pontban és (f o g)' (o) = f'(g(x0))g’ (x0)-

3. Mondja ki az egyvaltozoés fiiggvényekre vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.
Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f; f(x)dz = F(b) — F(a).

4. Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergencidjanak fogalmat. Adjon példat olyan fliggvénysoro-
zatra, amely [0, 1] minden pontjdban konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.

Megoldds. Egy f, fiiggvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatdrértéke ott f, ha VedNy € NVzVn > Ny : |f(z) — fo(z)] < e. Példdul
fn(z) = 2™

5. Definidlja a vy, va,..., vy vektorok linedris fiiggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vi,va,..., Vv linedrisan fliggetlenek, ha a3 vy + agve + -+ apvy = 0 esetén ay = g = -+ =
ap = 0.

6. Irjafel annak a siknak az egyenletét, amely az f(z,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (0, ¥0))
pontban érinti.

Megoldds. z = f(wo,v0) + f1(%0,Y0)(x — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-
7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencidljinak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormezd. Ha D konvex és rotv = 0, akkor létezik a D tartomanyon
skalarpotencial.

8. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.
Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a 9V zart, kifelé irdnyitott feliilet hatérol, és legyen u
folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av 1%

9. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégits lokélis megoldésa.

10. Mit értink egzakt differencidlegyenlet alatt?
Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,

amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q.)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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mivel az alap hatarértéke % € (0,1), a kitevd hatérértéke pedig oco.
2. Végezze el az f(x) = x° Inx fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = (0, 00), nem péros, nem pératlan, nem periodikus, zérushely az 1.
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A derivaltak
1
f(z) =32%Inx + m?’; =2%(143Inx)

3
f(x) =2x(1 +3nz) + xQE =z(5+6Inz),

f zérushelye e1/3, " zérushelye e=%/6. Az elbjelek:
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tehat nem létezik ferde aszimptota. Ry = [fé, 00), grafikon:
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3. Hatarozza meg a Z > 1 sor 0sszegét.
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A keresett numerikus sor z = 7 helyettesitéssel adodik:
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4. Hatdrozza meg az A méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl 4116 bazis (C felett)?

4 -1 =3
A=1|-1 0 1
8§ -2 -6

Megoldas. A karakterisztikus polinom

4-x -1 -3
det(A—A)=| -1 —-A 1
8 -2 —-A-6

=2\ —2)% -\
=—AA+1)?

tehat a sajatértékek 0 és —1.
A X\ = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozésa:

4 -1 -3 -1 0 1] sot4ss [—=1 0 1
A—0-T=|-1 0 17824 —1 3| =0 —1 1|23 [_1 0 1]
§ —2 -6 § -2 -6 0 -2 2 0 -1 1
tehat a sajatvektorok [1 1 1]T nullatol kiilénbo6z6 tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasa:
5 -1 =3 -1 1 1] so45s1 [—1 1 1 1 1 1
A_(_l).[: -1 1 1159825 -1 —3 531851 0 4 2 s2/2 0 2 1] 352 |:1 1 1]
8 -2 =5 8 -2 -5 0 6 3 0 6 3 0 21
tehat a sajatvektorok [1 -1 Q}T nullatol kilonb6z6 tobbszorosei.

Mivel csak két linearisan fiiggetlen sajatvektort talalhatunk, nem létezik sajatvektorokbdl allé bazis.

5. Szamftsa ki az r(t) = tcosti + tsintj + t?k egyenletii gorbe t € [0,2] paraméterértékeknek megfelels
darabjanak ivhosszat.

Megoldas. A derivalt abszolutértéke

[F(¢)| = |(cost — tsint)i+ (sint + tcost)j + 2tk]|

= /(cost — tsint)2 + (sint + t cost)2 + 4t2

=1+ 5¢2.



Az ivhosszt megadé integralt ¢t = % sinhu, dt = % cosh u du helyettesitéssel szamolhatjuk:
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6. Integralja az u(x,y,z) = zy*i + 2%yj — xyzk vektormezdt az 2% + y? = 4 egyenletii hengerpaldst |z| < 1
darabjan kifelé (a z tengelytdl tdavolodd irdnyba) mutatd irdnyitds mellett.

du

Megoldds. Legyen a hengerpaldst paraméterezése r(u,v) = 2cosui + 2sin uj + vk, a paramétertartomany
[0,27] x [-1,1]. A normélvektor
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ami kifelé mutat. A vektormezd a feliileten

(—2sinui + 2cosuj) X k = 2 cosui + 2sin uj,

u(r(u,v)) = 8cosusin? ui + 8 cos? u sin uj — 4v cos u sin uk

Az integral
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= 8/ (1 — cos4u) du = 16m.
0

7. Oldja meg az y" + 9y = 6 cos(3z) differencidlegyenletet y(0) = 1, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? 4+ 9\, tehdt a gyokok +3i. A homogén egyenlet altaldnos
megoldésa A cos(3z) + Bsin(3z).

Az inhomogén tag polinomszor trigonometrikus, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megol-
dését kereshetjiik y(z) = Cx cos(3z) + D sin(3z) alakban. A derivaltak

y'(z) = Ccos(3x) — 3Cx sin(3z) + Dsin(3z) + 3Dz cos(3x)

y"(z) = —6C sin(3z) — 9Cz cos(3x) + 6D cos(3z) — 9Dz sin(3x),
az egyenletbe behelyettesitve —6C sin(3z) + 6D cos(3x) = 6 cos(3z) addédik, ez akkor teljesiil minden z-re,
ha C =0és D =1. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa és derivaltja

y(x) = xsin(3z) + A cos(3z) + Bsin(3x)

y'(z) = sin(3z) + 3z cos(3x) — Asin(3x) + B cos(3z),

a kezdeti feltétel alapjan

1=y(0)=A
0=y'(0) = B,

igy a keresett megoldds y(x) = x sin(3z) 4 cos(3z).



