Matematika szigorlat G (A3) — 2023. jinius 23.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos @ +isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin W), ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Mondja ki az Osszetett fiiggvény zo pontbeli differencidlhatésagara vonatkozé lancszabélyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fuggvények, hogy ¢ differencidlhaté az z¢ pontban és f differencidlhaté a g(xo)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az xg pontban és (f o g)'(zo) = f'(g9(x0))g’ (x0).

. Definidlja egy f : [0,00) — R fliggvény 0 és oo kézotti improprius integraljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limp_, oo fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majoranskritériumot.
Megoldds. Ha Y b, < 00 ésVn € N:0 < a, < by, akkor > a, < cc.

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linearis egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egytutthatématrix

és a kiboOvitett matrix rangja segitségével.

Megoldads. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatématrix és a kib6vitett métrix rangja megegye-
zik.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (20, ¥o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(xo,y0) + fr(%0,y0)(x — 20) + f,,(20,Y0) (¥ — ¥o)-

. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencialjanak 1étezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartoményon skaldrpotencidl.

. Ismertesse a feliileti integral kiszamitasanak maodjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett iranyitott feliilet, u : R> — R3 vektormez8. Ekkor u
feliileti integralja a felileten [, arg;’v) 81‘((31:},1)) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha L((?tv) X Lg:)’”)

a feliilet irdnyitdsanak megfelel6, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a masodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (z¢,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokdlis megoldésa, és az egyértelmii.

Irja fel egy kozonséges, masodrendii, linedris, homogén kezdetiérték-probléma 4ltaldnos alakjat.

Megoldds. az(z)y" +a1(x)y +ao(z)y =0, y(zo) = yo, ¥'(z0) = y§, ahol ag, a1, az : R — R adott fiiggvények,
%0, Yo, Yo € R adott szdmok.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.

anzn( n4—n2—n2)

bnnln<2+1>nln(21>
n n

Megoldas.
lim a, = lim n (\/ nt —n? — n2)
n—oo n—oo

9_1
= lim nln 1+ 1)
n— oo n—=
2
1 nTe
= lim 1ln<1—|— 1) =1

2. Végezze el az f(x) =z + figgvény teljes fliggvényvizsgalatat.

1+
Megoldds. Dy = R\ {—1}, nem péros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushely.

lim z+ = +00
r——1+ 1+zx

lim z+ = +00
r—+oo 1+zx

A derivaltak
1
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" _

f! zérushelyei —2 és 0, f” sehol nem nulla. Az elgjelek:

‘ (_007_2) ‘ —2 ‘ (_27_1) ‘ -1 ‘ (_170) ‘ 0 ‘ (0,00)
I - max N X K min /
i + 0 — X — 0 +
i — — — X + + +
lim ﬁ) = lim 1+ # =1
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tehdt mindkét irdnyban létezik ferde aszimptota, egyenlete y = . Ry = (—o0, —3] U [1,00), grafikon:



3. Hatédrozza meg a stk = tengelyre vald tiikrozésének az (i + j, —i — 2j) bézisra vonatkoz6 métrixat, és adja
meg a kapott matrix sajatértékeit.

Megoldas. Az i+ j vektor tiikkorképe i —j, a —i — 2j vektoré pedig —i+ 2j. Mindkét kapott vektort kifejtjiik
a bazisban, azaz meghatarozzuk azokat az «, 3,7, € R egyiitthatokat, amelyekkel

a(i+j)+B(-i—-2j)=i-]
és
yi+j)+0(—i—2j) =—-i+2j

teljestl. Az els6 egyenletet i és j komponensekre bontjuk:

a—p=1
a—28=-1,
ebb6l a = 3 és § = 2. Hasonléan kapjuk a masik vektoregyenletbdl, hogy v = —4 és 6 = —-3. A

transzformécié matrixa a megadott bazisban

a vyl |3 —4

B8 6| |2 =3|°
A kapott matrix sajitértékei megegyeznek a linedris transzformdci6 sajatértékeivel is: 1 és —1 (i és j
sajatvektorokkal).

1,1
4. Szdmitsa ki az / / V' 1+ z*dz dy integralt.
0 Jy

Megoldds. Cseréljiik fel az integraldsok sorrendjét. Felhasznéljuk, hogy {(x, y) € R2|O <y<ly<z< 1} =
{(z,y) € R2|0 <2 <1,0<y<z}. Emiatt
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elészor t = x2, dt = 2z dx, majd t = sinh u, dt = cosh u du helyettesitést alkalmazva.



5. Szédmitsa ki az r(t) = (cost + 2sint)i + (—2cost + 2sint)j + (2cost + sint)k egyenletli gérbe ¢t € [0, 27]
paraméterértékeknek megfelel darabjanak ivhosszat.

Megoldds. A derivéalt abszolutértéke
[t(¢)| = |(—sint + 2cost)i+ (2sint + 2cost)j + (—2sint + cost)K|
= /(—sint 4 2cost)? + (2sint + 2cost)? + (—2sint + cost)? = 3,

tehat az ivhossz

2 2
/ |i~(t)\dt:/ 3dt = 6.
0 0

. Szamitsa ki az u(z,y, 2) = 23i+y3j+ry(r+y)k vektormezd integraljat a 0 < z < 4—x2—y? egyenlbtlenségek
altal meghatarozott alakzat peremén kifelé mutaté iranyitas mellett.

Megoldds. Mivel a feliilet zart és u mindenhol folytonosan differencialhatd, alkalmazhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-
tételt. A vektormez6 divergencidja

divu(z,y, z) = 322 + 3°.

Jelolje V' a megadott alakzatot, hengerkoordinatdkkal paraméterezve r(r, ¢, z) = rcos ¢i + rsin ¢j + zk, a
Jacobi-determindns r, a paramétertartomanyt meghatarozé egyenletek 0 < r <2, 0 < ¢ <271, 0 < 2 <
4 — 72, A keresett integral
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. Oldja meg a
(1+a2%)y =z(1+y%)

differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet szétvilaszthato:

/

Ly r
1492 1422’

integraljuk mindkét oldalt:
Y Y© / RS
——=—d¢ = d¢,
J, =), rre

1 1
arctan y(z) — arctan y(0) = 3 In(1+2?%) — 5 In(1 + 0).

azaz

Ebbdl az egyenletbdl y(z) kifejezhetd:

1
y(z) = tan 5 In(1 4 z?).



