Matematika szigorlat G (A3) — 2023. juilius 7.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha zq1 = r1(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa + i sin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Definialja a valds szamsorozat fogalmat, és adjon példat szigorian monoton névekvé korlatos szamsorozatra.

Megoldds. Valbs szamsorozatnak az N — R fliggvényeket nevezziik. Példaul a,, = arctann.

. Mondja ki az inverz fiiggvény yo pontbeli differencidlhatosiagara vonatkozé szabalyt.

Megoldds. Ha az f fiiggvény invertalhaté, differencidlhaté az f~1(yo) pontban és derivaltja ott nem 0, akkor

—1 7 iz ’ ’ P 1
[~ differencidlhaté az yy pontban, és a derivaltja ott T

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egylitthatoit?

> 2 2
Megoldds. ag + Z (an cos %x + b, sin ;lex) , ahol

n=1
1 /7
ag = T/o f(z)dx
2 [T 2mn
ap = T/o f(x) cos Txdaz

2 (" 2
bn:T/O f(m)sin%nxdx

. Definiélja a linearis transzforméciok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linedris transzformacié. A v € V' vektor az
L linedris transzformécié A € K sajatértékhez tartozd sajitvektora, ha v £ 0 és L(v) = A - v.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalmét.

Megoldds. f(z,y) differencidlhat6 az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szamok, amellyel

f(@,y) = f(@0,90) — A — 20) — Ay(y — ¥0)

li =0.
(@.9)—(z0,0) V(@ —20)2 4 (y — y0)?

Hogyan lehet kiszamitani az r : D — R? folytonosan differencidlhaté fiiggvénnyel (D C R?) megadott
feliiletdarab felszinét?

Megoldds. // Or(u,v)  Or(u,v)
p| Ou

dudv.

(%

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = Zu(z,y) és Q(z,y) = (%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: Py = Q,.)
Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = [, f(z)e™**dz, Lf értelmezési tartoménya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1.

Végezze el az f(x) = 2? Inz fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = (0,00), nem péros, nem pératlan, nem periodikus, zérushelye z = 1.

1
. . Inz =
lim z2lnz = lim —— = lim -
z—0+ =0+ =5 e—=0+ —2-%

=0

lim 2°lnz =
Tr—r0o0

A derivaltak

1
fl(x) = 2xlnx+x25 =2xlnz+z=2z(1+2Inz)

1

f'(x)=2Inz +2z~+1=3+2Inz,
T

12 1 zérushelye e=3/2. Az eléjelek:

[ 0.e72) [ 2 | (¥2e) | e | (e2,00)

f zérushelye e~

I B infl \ min /
f! - - - 0 +
I - 0 + + +
lim @ = lim zlnz = oo,
T—00 I T—00
tehat nem létezik ferde aszimptota. Ry = [—ﬁ, 00), grafikon:
1 i
(€72, —555)
(e —5)

. Szamitsa ki az alabbi integralt.

™
/ rsinx dx
0

Megoldas.

/ xsinzdx:[z(—cosx)]g—/ (—cosx)dw
0 0
g—|— [Sinx]g

=7—-04+0-0=m.

= [z(—cos )]

o0

22n

Hatérozza meg a E (—1)n(nt1)/2 (n5 + n? + 3) (z —2)" hatvanysor konvergenciatartomdnyéat.

n
n=1

Megoldds. A konvergenciasugar meghatdrozasihoz a Cauchy—Hadamard-tételt hasznalhatjuk:

n—oo

1 22n 1
— = lim {/|(=1)*(*+D/2(n5 4 T2+ =— || = lim 4 7\1/77,54—" + %4+ — =2,
R n3 n3



tehat a konvergenciasugar %. A konvergenciaintervallum egyik végpontja 2 — i = %, ezt behelyettesitve a
- ()2 5 2, 227 " _ <« tn(nty/2 5 2 1
e n(n i3] _ n-+n(n dIA—N —n
121(71) (n +7n? + ng) <4) = Zl(—l) (n 47" 4 T4 4 ng)
n= n—=

numerikus sort kapjuk, ami abszolit konvergens. Hasonlbéan a 2 + i = % behelyettisével kapott
- 1
Z(*l)n(nJrl)/Q <n54’n + 77?,247” 4 3>
n
n=1

numerikus sor is abszolut konvergens, tehat a konvergenciatartomany [%, %].

. Hatérozza meg az

—31,'1 — X2 — 3{,C3 =0
—2x1 4+ 3x2 +ax3 =0
bxro +2x3 =0

egyenletrendszer megolddsszamat az a, b valés paraméterek fiiggvényében.

Megoldas. A paraméterek értékétdl fiiggetleniil homogén lineéris az egyenletrendszer, tehat a megolddsszam
1 vagy végtelen lehet attdl fiiggben, hogy az egyiitthatomatrix rangja megegyezik-e az ismeretlenek szamaval.
Végezziink Gauss-eliminaciét az egyttthatématrixon:

—3 -1 —3]sn[3 1 3 301 3 ], 31 3
—2 3 a| "% |=6 9 3a|E |0 11 3a+6] I |0 11 3a+6
0 b 2 0 b 2 0 b 2 0 0 22=Cb=sab
Ennek alapjan a rang pontosan akkor 2, ha b # 0 és a = —2 + %, ilyenkor végtelen sok megoldas van,

minden mas esetben egy.

. Integralja az u(x,y, z) = y%i+2%j+ 2%k vektormezét az A = (1, 1, 2) kezdéponti és B = (-1, 1,0) végpontt
szakasz mentén.

Megoldds. A szakasz paraméterezése r(t) = (1 — 2t)i+j+ (2 — 2t)k (¢t € [0,1]), a derivélt i(¢) = —2i — 2k,
a vektormezo6 a gérbén

u(r(t)) =i+ (1 —2t)% + (2 — 2t)%k.

A vektormezd integralja

Lu Ldr = /01 u(r(t)) - #(t) dt

= /1 (i+(1—2t)% 4 (2-2t)°k) - (—2i — 2k) dt
0

_ /1 (~2-2(2 - 20)%) dt
0

1
= / (—8t* + 16t — 10) dt
0

8 14
— o 48-10=——.
37" 3

. Hatdrozza meg a v/1 + z2y” + ¢y’ = 0 differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsat.

Megoldds. Az egyenlet a v =3 fiiggvényre nézve elsérendii és szétvalaszthato:

v 1

v V1422’

mindkét oldalt integraljuk

/”/d / LI
—dr = | ———=dux,
v V1422

azaz

Injv| = —arsinh(z) 4+ C.



Mindkét oldal exponenciglisét véve v(z) = Ce™ e = C'(\/1 + 22 —x) adédik (C egy mésik, de tetszdleges
valés paraméter). Az eredeti egyenlet dltaldnos megoldasat integraldssal kapjuk:

/(\/1—|—x2—x)dx:/(\/1+x2—x)dx
2
T
— 1 2 _
/\/ + z?dx 5
72
:/\/1+Sinh2tcoshtdt—7

:/1+cosh2td x?

2 2
t sinh2t 22
= - - — 4+ C
2 + 4 2 +
B arsinh x n sinh2arsinhz 22 L C
2 4 2 ’

Az altalanos megoldas tehdt

arsinhz  sinh2arsinhz 2
+ Cs.

y@:q< 2 4 T2

. Hatdrozza meg az y" + 2y’ +y = e~ * differencidlegyenlet altaldnos megolddsat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 +2X+1 = (A+1)2, tehdt a —1 kétszeres gyok (belsé rezonancia).
A homogén egyenlet altaldnos megoldasa Ae™* + Bre™”.

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = Cx%e™® alakban. A derivaltak

y'(x) = 2Cxe® — Ca’e”

y' () = 20e” — 4Cxe” + Cx’e”,
az egyenletbe behelyettesitve

2Ce” = ze”

adodik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C = 1. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa y(z) =

2
%3026_:” + Ae=% + Bxe™ *.



