Matematika szigorlat G — 2023. szeptember 28.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja a valds szamsorozat fogalmat, és adjon példat korlatos divergens szamsorozatra.

Megoldds. Valds szdmsorozatnak az N — R fliggvényeket nevezzik. Példdul a,, = (—1)".

. Mondja ki az Osszetett fliggvény x¢ pontbeli differencidlhatésagara vonatkozé lancszabalyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fuggvények, hogy ¢ differencidlhaté az z¢ pontban és f differencidlhatéd a g(xg)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az xg pontban és (f o g)' (xo) = f'(g(x0))g’ (x0)-

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majordnskritériumot.

Megoldds. Ha Y b, < 00 ésVn € N:0 < a, < by, akkor > > a, < oc.

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linedris egyenletrendszer megolddsanak létezésére az egyiitthatématrix

és a kibovitett matrix rangja segitségével.

Megoldas. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja megegye-
zik.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéltjdnak az ro pontban a t — f(ro 4+ te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |t(¢)| dt.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
a8 s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(z)e=**dz, Lf értelmezési tartomédnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integrél 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = 2 Inz fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = (0, 00), nem paros, nem paratlan, nem periodikus, zérushelye 1. A hatarérték a L’'Hospital-
szabdly alapjan
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A derivaltak
1
fl(z) =2zxInz 4+ 22— = 2(2In(z) + 1)
x
2
f(x)=2In(x)+1+ T = 21In(z) + 3,

f zérushelye e1/2, f zérushelye e=3/2. Az elbjelek:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldas. Alkalmazzunk t = e®, dt = e* dx helyettesitést.
4x t3
/ L - / SLARY
€T + e2x t+ t2
t2
= dt
/ 1+t
1
= t—14+-——)dt
-1+ 15)

t2
=5 —t+mll+

62:v

:7—6z+ln(1+ex)+0.



(3n)!
n!(2n)!

o0
3. Hatarozza meg a E 2" hatvanysor konvergenciasugarat.
n=0

Megoldds. A hatvénysor egytitthatéi a,, = % > 0, a hanyadoskritérium alapjan ha létezik

értéke, akkor egyenld a konvergenciasugarral. Ennek alapjan a konvergenciasugér
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noo (3n+3)(B3n+2)(3n+1) 27

4. Adja meg a tér z = 0 sikra vonatkozé tiikkrozésének az (—j—+ 3k, i+j— 3k, j—2k) bazisra vonatkozé matrixat,
és hatarozza meg a kapott matrix sajatértékeit.

Megoldds. A métrix sajatértékei megegyeznek a transzformécié sajatértékeivel, tehat 1 (kétszeres multipli-
citdssal) és —1 (egyszeres).
Az i, j, k bazisra nézve a transzformacié matrixa

1 0 0
M=1{0 1 0],
0 0 -1
az attérés matrixa
0 1 0
S=1|-1 1 1
3 -3 =2

0 1 01100 -1 1 11]010 -1 1 1]0 1 0
11 1]0o 10" o 1 o1 0o0® 0 1 0|1 00
3 -3 —2/0 0 1 3 -3 —2/0 0 1 0 0 1]/0 3 1
oy [ =rfo o 0 01 2
“CY10 1 o1 o o™= o 1 01 0 0
0 0 1]/0 3 1 00 1/0 3 1
A transzforméacié matrixa a megadott bazisra nézve
12 177t 0 o]J[o 1 o0 -5 6 4
S'MS=1|1 0 o0[|01 of||-1 1 1|=]0 10
03 1[0 0 —1| |3 -3 -2 -6 6 5

. Potencidlos-e az u(z,y,z) = (2zy + 22)i + (22 + 3y?)j + 222k vektormezé? Ha igen, hatdrozza meg egy
potencialfiiggvényét.

Megoldds. A vektormez6 mindenhol értelmezett, tehdt pontosan akkor potencidlos, ha a rotacidéja mindenhol

0.
_ aUZ_% . 8u1_auz : %_81%
rotu(x,y,z)-(ay 6z>1+<8z 6x>J+(6x ay>k

=(0-0)i+ (22 —22)j+ (22 —22)k =0,

tehat létezik potencialfiiggvény. Egy lehetséges ilyen

T y z
f(y,2) = /O ua(£,0,0) € + /0 wy (7, 0) dn + /0 w29, ) dC
T y ) ) z
:/0 0d§+/0 (@ +3n)dn+/0 (2¢) d¢

= :E2y + y3 + z22.



6. Hol van a tomegkézéppontja az 22 + 3% + 22 = 1 egyenletii feliilet 0 < y < x egyenl6tlenségek altal kijelolt
darabjanak?

Megoldds. A felillet az egységgomb darabja, a szokdsos r(v, @) = sind cos i + sin J sin pj 4+ cos 9k para-
méterezést hasznélva a 0 < y < = darabnak megfelel paramétertartomany [0, 7] x [0, 7/4], a norméalvektor
abszolutértéke

Or

Or . .
FIRe dgo’ = [sin Jr (¥, ¢)| = sin J.

A toémegkozéppont koordinatéi az elsdrendii nyomatékok és a felszin hanyadosai, a sziikséges integralok
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ar= [ [ 2 veospasd T
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// / / RN
dA S 2Psinpdid -2
= sin® ¥ sin = -
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w/4 pw
//sz:/ / sin ¥ cos ¥ dddy == 0.
0 0

A tomegkozéppont helye tehét (%, 1-— %, 0).

7. Oldja meg az y" + 2y’ + 2y = 2 differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

TERES)

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 2\ +2 = (A + 1) + 1, tehat a gyokok —1 £1i. A homogén
egyenlet dltaldnos megoldasa Ae~* cosx + Be *sinz.
Az inhomogén tag konstans, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik y(z) = C
alakban. A derivaltak y'(z) = y”(x) = 0, az egyenletbe behelyettesitve 2C' = 2 adddik, tehat C' = 1. Az
inhomogén egyenlet altalanos megoldasa és derivaltja

y(z) =14 Ae Fcosxz + Be “sinx
y'(z) = —Ae " cosz — Ae *sinx — Be *sinx + Be ® cosz.
A kezdeti feltétel alapjan

0)=1+A4
I(O) == —A + B7

o O

Y
Y

tehdt A = B = —1. A keresett megoldds y(z) =1 —e *cosz — e *sinx.



