Matematika szigorlat G — 2024. januar 10.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja az f : R — R fliggvény xq pontbeli folytonossagat.

Megoldds. Ve > 036 > OVx € (xg — 0,20+ 0) : |f(z) — f(z0)] <.

. Irja fel az f differencialhaté fiiggvény grafikonjéhoz az (o, f(0)) pontban hizott érinté egyenletét.

Megoldas. y = f(xzo) + f'(xo)(x — x0).

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor &ltaldnos alakjat. Mely feltétel teljesiilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az 6sszege?

Megoldds. Y, aq™, pontosan akkor konvegens, ha |g| < 1, ekkor az Gsszege

a
1—q

. Irja fel a sik © = y egyenesre vonatkozé tiikrozésének matrixat a szokasos i, j bazisban, és adja meg a matrix

sajatértékeit.

Megoldas. [(1) (1)}, a sajatértékek +1.

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt homogén linearis egyenletrendszer megoldasanak egyértelmiiségére az

egyitthatomatrix rangja segitségével.

Megoldas. A megoldas akkor egyértelmii, ha az egyiitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek sza-
maéaval.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : D — R3 differencidlhat6 fiiggvénnyel (D C R?) megadott feliiletdarab
felszinét?

Megoldas. //
D

or(u,v)  Or(u,v)

(u,v)
9 X 5 dudv.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomany, amelyet a 9V zart, kifelé iranyitott feliillet hatérol, és legyen u a
V egy kornyezetében folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av 1%

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozoju kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy elsérendii differencidlegyenlet szétvalaszthatd véltozdju, ha y' = f(z)g(y) alaku.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/ by
VvV + 3z v
Megoldds. Alkalmazzunk x = t®, do = 6t° dt helyettesitést:
1 1
— —dr= [ ——6t°dt
/ NCES / B+ 12
6t°
= dt
/ t+1
—/ 62— 6t+6— 0 )di
B t+1

=2t3 — 3t* + 6t — 61n|t + 1]
=2yz — 3z + 6z —6In|Yz + 1|+ C.

3. Hatarozza meg az f fiiggvény Fourier-sorat, ha 27 szerint periodikus és x € [—7, 7] esetén f(z) = el®l.

Megoldas. A fiiggvény péaros, emiatt a Fourier-sora tisza koszinusz sor: ag + 22021 an cos nx, ahol

1 (" 1 /"

0= [ fade=2 [ fa)da
1 /™ 2 (7

ap = — f(z)cosnxdr = 7/ f(z) cosnx dx.
T ) x 7 Jo

/Oﬂf(:zz)d:z:/ﬂemdx [e]n = e — 1,

0



a masik integralt parcialis integralassal szamolhatjuk ki:
s us
f(z) cosnxdr = / e” cosnx dx
0 0
s
= [e” cosnz]; — / e’ (—msinnz) dx
0
™
= [e” cosnz]j + n/ e’ sinnz dx
0
T
= [e” cosnz]] + n [e” sinnx]y — n? / e” cosnx dz
B} 0
=((-1)"e" 1) — n2/ e’ cosnx dz,
0

amibdl atrendezéssel

™ —1)mem — 1
/0 f(z)cosnzdx = %
adédik. A Fourier-sor
=1 =2(-1)"" -1
- + nz::l I cos(nx).

4. Hol vannak és milyen tipustak az f(x,y) = 32° + zy? + 2xy fiiggvény lokalis széls6értékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendii parcidlis derivaltak eltiinnek.

fr(z,y) = 92° + 2y + ¢
fy(@,y) =22 + 2y = 22(1 + y),

a zérushelyek (0,0), (0,—2), (£35,—1). A Hesse-métrix

(Y)Y (z,y) 18z  2y+2
H(I‘,y) = |: zz( ’ o = )
ve(@y) fo(ey)]  [2y+2 2z

H(0,0) = [g g] H(0,-2) = {_02 02] H(i%,—l) = [%6 fﬁ] .

det H(0,0) = det H(0,—2) = —4 < 0, tehat (0,0) és (0, —2) nyeregpontok, det H(+%,—1) = 4 > 0, a
diagondlis elelemek eldjele alapjan (l —1) lokalis minimumbhely, (—%7 —1) lokalis maximumbhely.

5. Integralja az u(z,y, z) = (—2y — 2)i+ (22 + 22)j + (x — 2y)k vektormezdt az 22 + y? = 1 és & = z feliiletek
metszésvonalan a z tengely pozitiv fele irdnyabdl nézve pozitiv koriiljaras szerint.

Megoldas. Az irdnyitott gorbe egy paraméterezése r(t) = costi + sintj + costk, t € [0,2n], a derivélt
r(t) = —sinti + costj — sintk, a vektormezé értéke a gorbén

u(r(t)) = (—2sint — cost)i+ 4 costj + (cost — 2sint)k.

Az integral

/ /O%u r(t)dt

2m
/ —2sint — cost)i+ 4costj+ (cost — 2sint)k) - (—sinti+ costj — sintk) dt
0

2m

4cos t + 4sin? t) de

(e}

8T

x,,/

ey

6. Oldja meg a ¢’ Iny + sinx + = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.



Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y = 0 alakt, ahol

OP(z,y) ¢ 9Q(x,y)

Oy y ox '

tehat egzakt. Egy potencial

z Yy x ) yem
u(a?,y)—/o P(fal)df—i-/l Q(m,n)dn_/o sm§d§+/l ?dn
:[_0055]3"‘[63611”7]?1/:1—COSCU+eIlny.

Az &ltaldnos megoldds u(z,y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C' = u(0,y(0)) = u(0,1) = 0, tehét a
keresett megoldds implicit alakja 1 — cosx + e* Iny(z) = 0.

—3x

. Oldja meg az y" + 6y’ + 9y = e 7 cos x differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés linedris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? + 6\ + 9 = (A + 3)2, tehat a —3 kétszeres gyok. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae™ 3% + Bxe 37,

Az inhomogén tag exponencidlis és trigonometrikus szorzata, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy
megoldasat kereshetjiik y(z) = Ce™3% cos x + De 3% sin x alakban. A derivaltak

y'(x) = (=3C + D)e 3 cosz + (—C — 3D)e **sinx
y'(z) = (8C — 6D)e 3" cosx + (6C + 8D)e " sin ,

az egyenletbe behelyettesitve

—Ce 3% cosz — De 3 sinz = e 3% cosx
adodik, ez akkor teljesiil minden x-re, ha C' = —1 és D = 0. Az inhomogén egyenlet dltalinos megoldasa
y(z) = —e 3% cosz+Ae 3%+ Bze 3%, derivéltja v/ (r) = 3¢73% cos z+e 3* sinz—3Ae 3%+ Be 3% —3Bre 3%,

A kezdeti feltétel alapjan

0=y(0)=-1+A4
1=¢/(0)=3—-34+B,

ebbdl A =1, B=1. A kezdetiérték-probléma megoldasa tehat y(z) = —e 3% cosx + e 3% + xe 3%,



