Matematika szigorlat G — 2024. januar 17.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos@+isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin W), ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik x € [a, b], amire
flz) =y.

. Definidlja egy f : [0,00) — R fliggvény 0 és oo kézotti improprius integraljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limp_, oo fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

Ismertesse a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé hédnyadoskritériumot.

o0
a a
Megoldas. Az Z an pozitiv tagt sor konvergens, ha lim sup ntl o1 6s divergens, ha lim inf ntl S 1
0 n—oo  QAn n—0oo  (n
. Definidlja a vy, v, ..., Vi vektorok linearis fiiggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + asovo + -+ - apvy = 0 esetén o = g = -+ =

OszO.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéiltjdnak az ro pontban a t — f(ro 4+ te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

. Ismertesse a feliileti integral kiszamitasanak maodjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett iranyitott feliilet, u : R> — R3 vektormez6. Ekkor u

feliileti integralja a feliileten [}, WWU@(U, v)) du dv médon szamithato, ha W X w

a feliilet irdnyitdsanak megfelels, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldas. Legyen S iranyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u az S egy
kornyezetében folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as S

. Mondja ki a Picard-Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a mésodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokdlis megoldasa, és az egyértelmii.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaku differencidlegyenlet egzakt D C R%-en, ha létezik u : D — R,

amire P(z,y) = %u(:z:,y) és Q(x,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: P, = Q)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét
1
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2. Végezze el az f(zx) = (322 + 1)6’71’2 fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
Megoldas. Dy = R, paros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushelye.

I /(%)

lim (322 +1)e™® = 0.
r—Fo0
A derivéltak
F(z) = 6ze™™ + (322 + 1)e* (—2z) = (42 — 62%)e "
() = (4 —182%)e ™ + (dz — 62)e ™ (—2z) = (122 — 2622 + 4)e™ ",

f! zérushelyei 0 és &4/ 2, f" zérushelyei +v/2 és :tiﬁ. Az el8jelek:
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Lattuk, hogy az z-tengely a 400 irdnyban vizszintes aszimptota. Ry = (0, 623/3], grafikon:
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3. Hatédrozza meg az A métrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl all6 bazis (C felett)?
1

2



Megoldas. A karakterisztikus polinom
1-—A —4 -3
det(A-X)=| -1 —-2-Xx -3
4 -2 2—A
=1=N[(=2-0)2-2) = (=3)- (2] = (-4 [-1-2-X) = (=3) - 4]
+(=3)[-1(-2) = (-2 = X))
=N+ r22=-2A+1)(A-2),
tehat a sajatértékek 0, —1 és 2. Mivel minden sajatérték egyszeres, létezik sajatvektorokbol allé bazis.
A ) = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatdrozéasa:

1 —4 —-3| so+s1 |1 —4 -3 1 —4 =3 si+4s
A—0-1=|-1 —2 —3| == |0 — —| WLV [0 1 1| {1 0 1}
4 =2 2 0 14 14 0 14 14 0 11
tehat a sajatvektorok [1 1 —I}T nulldtol kiillénbo6z6 tobbszorosei.
A )\ = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:
2 -4 =3 —1 =1 =3 sot2s1 |—1 —1 —=3| s3—s
Ao(c1)T= |21 -1 —gloe= e g gl = g g g o2/ [_1 -1 _3]
4 -2 3 4 -2 3 0 -6 -9 0 2 3

tehat a sajatvektorok [3 3 72}T nullatdl kiilonb6z6 tobbszorosei.
A X\ = 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:

_]. —4 _3 S2—S81

sstds; |—1  —4 =3 | s2/(-6) |[-1 —4 =3
A—(=1)-I=|-1 -4 -3 3if“[ } ~ [ }
I 0 —18 —12 0 3 2
tehat a sajatvektorok [1 2 73}T nullatol kiilonb6z6 tobbszorosei.

. Szamitsa ki az f(z,y) = ye$2 fiiggvény integraljat az y > 0 félsik z = y? és © = 1 egyenletii gorbék altal
hatéarolt korlatos darabjan.

Megoldds. A tartomany T = {(z,y) € R?|0 <2 < 1,0 <y < \/z}, az integrdl

/Tfu,y)d(x,y):/:/fy
1,2 NEd
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e dy dx

. Potencidlos-e az u(z,y, 2) = (2vy — yz + 22%)i + (22 + 3y* — x2)j + (—2y + 4x2)k vektormez3? Ha igen,
hatarozza meg egy potencialfiiggvényét.

Megoldds.
Ouy Ouy
By =2r—z= x
% o ou,
0z dy
Oou, Oug
or “ytdz= 0z’

tehat a vektormezd potencidlos. Egy potencidlfiiggvény

T Yy z
fey,2) = / ua(£,0,0) € + / wy (2,7, 0) dy + / ua (2,9, ) A
= [oae+ [(wayans [(cay+ a0
0 0 0
= [e®n+ 7], + [Fey¢ +20C
=22y +y° — zyz + 2222



6. Oldja meg a

y/ __V 1+ yQ
2+ 22 +2
differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldas. Az egyenlet szétvalaszthato:

/
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Vit @2 +2+2

mindkét oldalat integraljuk:

= [arsinh y(§)]; = arsinh y(z) — arsinh y(0) = arsinh y(z),

/I&dg
o VI+y(©)?

/I;d&/m;d&[ tan(¢ + 1)]2 = arctan(z+1)—arctan 1 = arctan(z+1) — ~
o E242642 ° Jo (E4+1)2+1 = larctan o = arctan(x arctan 1 = arctan(z T

A két kifejezés egyenld, az egyenlet atrendezésével kapjuk a megoldést: y(x) = sinh(arctan(z + 1) — 7).
7. Hatarozza meg az y"” + 2y’ + y = e~ * differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? + 2\ +1 = (A + 1)?, tehat a —1 kétszeres gyok. A homogén
egyenlet dltaldnos megoldasa Ae™* + Bxe™*.

Az inhomogén tag exponencialis, kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik

y(x) = Cx%e~® alakban. A derivaltak
y'(x) = 2Cxe™" — Cx?e™"
y'(z) = 2Ce™ — 4Cze™ " + Cze™ ",
az egyenletbe behelyettesitve
2Ce” = ¢

adddik, ez akkor teljestil minden z-re, ha 2C =1, azaz C' = % Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

y(z) = La%e " + Ae™® + Bze ®.



