Matematika szigorlat G — 2024. januar 24.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a < 0, b € R.
Megoldds. r(cos ¢ + ip), ahol r = Va? + b2, ¢ = 7 + arctan 2.

. Definidlja a lim,,_, » a, = co mddon jelolt fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valés szamsorozat hatarértéke oo, ha VK € R3ng € NVn > ng : a, > K.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),

amire f/(c) = W

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majordnskritériumot.

Megoldds. Ha Y. b, < o0 ésVn € N:0 < a, < by, akkor Y a, < oc.

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V xV — V és - : R x V — V miiveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,f € K:a-(8-v) = (aff) v, és Vu,v € V,a,8 € Kesetén (¢ + 8)-v =a-v+5-v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Trja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (0, %o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(wo,v0) + f1(w0,Y0)(x — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R3 folytonosan differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe
ivhosszat?

b
Megoldds. / |&(¢)| dt.

. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormez6 skalarpotencidljanak 1étezésére a derivélt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszerll vagy egyszeresen 6sszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégits lokélis megoldésa.

Definiélja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 lineéris allandé egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, A" + ap_1 A" "L 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei A1, ..., A, multiplicitasuk rendre mq,...,m,., akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
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Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

T
1. Végezze el az f(x) = ——— fuggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
g f()mggnggyg
Megoldds. Dy = (—1,00), nem paros, nem paratlan, zérushelye z = 0.
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f" zérushelye /2, f zérushelyei 0 és 2. Az el6jelek:
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Lattuk, hogy az z-tengely a +oo irdnyban vizszintes aszimptota. Ry = (—oo, v/4/27], grafikon:
| (v2, ¢/a777)
: 1+ ‘ (27 g)
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2. Szémitsa ki az aldbbi integralt.
o0
x
/0 Ve dx
Megoldds. A primitiv fiiggvényt 2 = t2, dz = 2t dt helyettesitéssel és parcidlis integraldssal hatdrozzuk meg:
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Az integral
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Megoldds. Ha |z| < 1, akkor
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A keresett numerikus sor x = % helyettesitéssel adodik:
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. Hatarozza meg az
To — T3 — b
T, + 229 4+ axz = 2
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egyenletrendszer megoldasszamat az a, b valés paraméterek fliggvényében.

Megoldds. Végezziink Gauss-eliminéciot a kibévitett matrixon:
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Ez lépcsos alaki a paraméterek barmely értéke mellett, tehat a rang megegyezik a nem nulla sorok szaméval.
Ha a # —1, akkor az egyiitthatématrix rangja 3, ami megegyezik az ismeretlenek szamaval, tehat ekkor
pontosan egy megoldés van. Ha a = —1 és b = 1, akkor az egytlitthatématrix és a kib&vitett matrix rangja
is 2, ami kisebb az ismeretlenek szdmanal, tehat végtelen sok megoldas van. Ha a = —1 és b # 1, akkor az
egyitthatomatrix rangja kisebb mint a kibévitett matrix rangja, tehat ekkor az egyenletrendszernek nem

létezik megoldésa.

. Szamitsa ki az r(u,v) = /v cosui + \/vsinuj + v*/%k egyenletii feliilet u € [0,27], v € [0, 1] paramétertar-

tomanynak megfelel darabjanak a felszinét.

Megoldas. A normalvektor abszolutértéke

v/, (u,v) x v} (u,v)| = ’(—\/ﬂsinui—f— Vv cos uj) x (

.+3 . 1k
= |-V COSsSul —vsmul] — — =
2 2 175

Ccos 1,

sinw ,

1

2

o oy T

V14 902,

T)



A felszin ennek integralja a paramétertartomanyon, 3v = sinht, dv = % cosh t dt helyettesitéssel
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6. Hatarozza meg az u(x,y,z) = vy?i + xy2j + y22k vektormezd integraljat az ABCD téglalap oldalain ebben
a sorrendben koriiljarva, ha a csticsok A(1,1,1), B(2,1,1), C(2,3,1) és D(1,3,1).

Megoldds. A gorbe zart, igy az integrél kiszamitasahoz hasznalhatjuk a Stokes-tételt.

rotu(z,y,z) = auz_% i+ %_Buz it %_3% Kk
= dy 0z 0z or )7 Or y

=2+ (y* — 2zy)k.

A téglalap paraméterezése r(u,v) = ui +vj + k, v € [1,2], v € [1, 3], a normalvektor r/,(u,v) x r, (u,v) =
i x j=k. Az integrél

/ u-drz//rotu-dA
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7. Hatdrozza meg az (1 + 22)y’ — 22y = 1 — 22 differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasat.
Megoldds. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, elészér a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvalaszthato:

y 2x

y  1+a2

Mindkét oldalt integraljuk:
Iny(z) =In(1 +2%) + C,

tehat y(z) = C(1 + 2?). Az inhomogén egyenlet megolddsat az allandé varidlasdnak moédszere szerint
y(z) = c(x)(1 + 2?) alakban keressiik. Az egyenletbe helyettesitve

(14 22)%d () =1 — 22,

azaz ' (z) = % ad6dik, amibdl integraldssal

1— a2 2 1 x

Tehat az egyenlet altaldnos megoldasa y(x) = c(z)(1 + 2?) = x + C(1 + 22).




