Matematika szigorlat G — 2024. februar 23.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az —2 4+ 2i szamot.
Megoldds. A trigonometrikus alak r(cos ¢ + isin¢), ahol 7 > 0, ¢ € R. —2 4+ 2i = 2¢/2 (—% + %z) =
2v/2(cos 2T + isin 37).

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Definidlja egy f :]0,1) — R fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljét.

Megoldds. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és létezik a limp_1— fob f(z)dz
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linedris egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egyiitthatématrix

és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja megegye-
zik.

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. AV halmaza +:V xV — V és-: R xV — V miiveletekkel valés vektortér, ha + kommutativ,
asszociativ, létezik rd nézve neutralis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V: 1. v =v, Vv € V,a, €
R:a-(f-v)=(af) v,ésVu,veV,a,f EResetén (o + ) v=a-v+f-vésa-(ut+v)=a-ut+a-v
teljesiil.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (20, ¥o))

pontban érinti.
Megoldds. z = f(xo,y0) + fr(%0,y0)(x — x0) + f,,(20,Y0) (¥ — ¥o)-
Mikor neveziink egy v vektormezét (skaldr-)potencidlosnak?

Megoldds. v potencidlos, ha létezik olyan f fiiggvény, amivel v = grad f teljesiil.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldas. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozojia kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy els6rendii differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozdju, ha y' = f(x)g(y) alaki.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Végezze el az f(x) = a;—:—l

Megoldds. Dy =R\ {—1}, f nem péros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushelye. A hatérértékek:

figgvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
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tehdt f’ zérushelyei —3 és 1, f” sehol nem 0. f(—3) = —6, f(1) = 2 Az eléjeleket a kovetkezd tablizat
foglalja Gssze:
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tehdt van ferde aszimptota, az egyenlete y =  — 1 (mindkét iranyban). Ry = (—o0, —6] U [2,00), grafikon:
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3. Hatarozza meg az

_J1 haze[-7/2,7/2]
o= {o ha @ € [-m, —7/2] vagy = € [r/2,7]

k_1

fliggvény 2 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sordt, és annak segitségével szamitsa kia > po o (—1) 2T

numerikus sor Gsszegét.
Megoldds. f paros, emiatt a sin(nz) tagok eltlinnek. A megmaradé egyiitthatékat a kovetkezd integralokbdl
kapjuk:
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A Fourier-sor tehat
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Mivel f szakaszonként folytonosan differencidlhaté, a Fourier-sor minden olyan pontban f értékéhez kon-
vergal, ahol f folytonos. Az x = 0 helyen
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4. Hatérozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Diagonalizalhaté-e a matrix (C felett)?

3 4 5
A=|-2 -4 -2
-1 0 -3

Megoldas. A karakterisztikus polinom

3—A 4 5
det(A—X)=| -2 —4-—2X -2
-1 0 —-3-A
= (3= V(4= N)(=3=X) = (=2) -0 = 4[-2+ (=3 = X) — (=2) - (-1)
+5[-2-0—(=4—X)-(-1)]
=A% — 407 — 4\ = A\ +2),
tehdt a sajatértékek 0 és —2 (kétszeres algebrai multiplicitassal).
A X\ = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:

3 4 5 -1 0 —3|s-2s [-1 0 =3
A—0-T=|-2 —4 —2|"8% |2 —4 2| =00 4 4|=L [_1 0 _3]
-1 0 -3 3 4 5 0 4 —4 0 -4 4
tehat a sajatvektorok [3 -1 —I]T nullatél kiilonb6z6 tobbszorosei.
A X = —2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatdrozasa:
5 4 ) -1 0 —=1| se—2s1 [—-1 0 -1
A—(=2)-IT=|-2 —2 -2/ 28 |2 —2 2| =" |0 -2 o> [_1 0 _1]
-1 0 -1 5 4 5 0 4 0 0 =20

tehét a sajatvektorok [1 0 —1}T nullatél kiilonbézé tébbszorosei.
Mivel csak két linearisan fliggetlen sajatvektort taldlunk, nem létezik sajatvektorokbdl 4llé bézis, igy A nem

diagonalizalhato.



5. Integralja az u(x,y,2) = zy?i + 2%yj + 2°k vektormezdt az z2 + y? = 22 egyenletii feliilet 0 < 2 < 1
egyenlétlenség altal meghatarozott darabjén lefelé (a z < 0 féltér felé) mutatd irdnyitds mellett.

Megoldds. A megadott feliilet kippaldst, egy paraméterezése r(u,v) = ucosvi+ usin vj + uk, a paraméter-
tartomany [0, 1] x [0, 27], a normdalvektor

), (u,v) x 1) (u,v) = (cosvi+ sinvj + k) x (—usinvi + ucosvj) = —ucosvi — usinvj + uk,
ennek ellentettje mutat lefelé. A vektormezd értéke a feliileten
(u)(r(u,v)) = u® cos v sin? vi + u® cos® v sin vj + u’k,

az integral
1 2
// u-dA = _/ / () (x(u, ) - () (w, 0) x ¥/, (u, v)) do du
S 0o Jo
1 2m
= —/ / (u® cos vsin? vi + u® cos? vsin vj + u3k) - (—u cos vi — usinvj + uk) dv du
0o Jo

1 2m
= 7/ / (—u* cos? vsin? v — u? cos® vsin? v + ut) dv du
o Jo

_/01 u4du/027r (—;SinQ(Qv) + 1) dv
= _/O u4du/027r (—i(l — cos(4v)) + 1) dv

1
571 27
1
. [Z} . Z/o (34 cos(4v))dv = —%’R’.

6. Oldja meg az 22® — 2y + (2y° — 2%y)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldas.

9 B
(207 —2y?) = =22y = —(2y° — 2%y)

dy ox
miatt az egyenlet egzakt. Egy potencial
z y o 4 42,2
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Az 4ltaldnos megoldds u(z,y(z)) = C, a kezdeti feltételbél C = u(0,1) = 1, a (0,1) ponton &thaladé
megoldas explicit alakja

Va2 + V4 — 322
V2 '
7. Hatarozza meg az y' +y = eff% differencidlegyenlet altaldnos megoldédsat.
Megoldds. Az egyenlet els6rendii linearis, el6szor a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk meg. 3y’ +y =
0 allando egyiitthatds, a karakterisztikus polinom A + 1, gyoke —1, tehat a homogén egyenlet altalanos
megolddsa y(r) = Ae™®. Az inhomogén egyenletet az dllanddk varidldsdval lehet megoldani, a megoldds
y(z) = ¢(x)e™*, ahol

y(z) =

6293

d(x)e ™™ —c(x)e ™ + c(x)e ™ = Tre

tehat ¢/(x) = A primitiv fuggvényt e* = t, e* dz = dt helyettesitéssel kereshetjitk meg:

edm
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6391' t2
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= 1-— dt =t — arctant = e” — arctane® + C,
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tehat az altalanos megoldas

y(x) =1—e Tarctane” + Ce .



