
Matematika szigorlat G – 2024. június 6.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszámítani két trigonometrikus alakban adott komplex szám szorzatát?
Megoldás. Ha z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) és z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), akkor z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) +
i sin(ϕ1 + ϕ2)).

2. Mondja ki a Weierstrass-tételt.
Megoldás. Ha f : [a, b]→ R folytonos függvény, létezik minimuma és maximuma, azaz léteznek c, d ∈ [a, b]
számok, amire minden x ∈ [a, b] esetén f(c) ≤ f(x) ≤ f(d).

3. Definiálja egy f : [0, 1)→ R függvény 0 és 1 közötti improprius integrálját.

Megoldás. Ha f Riemann-integrálható minden [0, b] intervallumon, ahol 0 ≤ b < 1, és létezik a limb→1−
∫ b

0 f(x) dx
határérték, akkor ezt a határértéket az f függvény 0 és 1 közötti improprius integráljának nevezzük.

4. Ismertesse a pozitív tagú numerikus sorokra vonatkozó hányadoskritériumot.

Megoldás. Az
∞∑
n=0

an pozitív tagú sor konvergens, ha lim sup
n→∞

an+1

an
< 1 és divergens, ha lim inf

n→∞

an+1

an
> 1.

5. Mikor van az Ax = b lineáris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megoldása? Adjon feltételt az
együtthatómátrix és a kibővített mátrix rangja segítségével.
Megoldás. Akkor létezik megoldás, ha az együtthatómátrix és a kibővített mátrix rangja megegyezik. A
megoldás akkor egyértelmű, ha ez a közös rang megegyezik az ismeretlenek számával.

6. Definiálja a valós vektortér fogalmát.
Megoldás. A V halmaz a + : V × V → V és · : R × V → V műveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutatív, asszociatív, létezik rá nézve neutrális elem (0) és inverz (v inverze −v), ∀v ∈ V : 1 · v = v,
∀v ∈ V, α, β ∈ R : α · (β · v) = (αβ) · v, és ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R esetén (α + β) · v = α · v + β · v és
α · (u+ v) = α · u+ α · v teljesül.

7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormező skalárpotenciáljának létezésére a derivált segítségével.
Megoldás. Legyen v : D → R3 vektormező. Ha D konvex (vagy csillagszerű vagy egyszeresen összefüggő)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartományon skalárpotenciál.

8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldás. Legyen S irányított felület, pereme a jobbkéz-szabály szerint irányítva ∂S, és legyen u (legalább
S egy környezetében) folytonosan differenciálható vektormező. Ekkor

∫
∂S

u · dr =
∫∫

S

rot u · dA.

9. Mondja ki a Cauchy–Peano-féle egzisztenciatételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R× Rn és f : D → Rn folytonos, akkor az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely
(x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt kielégítő lokális megoldása.

10. Definiálja a lineáris állandó együtthatós homogén differenciálegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segítségével meghatározni az általános megoldást?
Megoldás. Az any(n) + an−1y

(n−1) + · · · + a1y
′ + a0y = 0 lineáris állandó együtthatós homogén differen-

ciálegyenlet karakterisztikus egyenlete az anλn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0 = 0 egyenlet. Ha ennek gyö-

kei λ1, . . . , λr, multiplicitásuk rendre m1, . . . ,mr, akkor a differenciálegyenlet megoldásterének egy bázisa
eλ1x, . . . , xm1−1eλ1x, . . . , eλrx, . . . , xmr−1eλrx.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Számítsa ki az alábbi sorozatok határértékét.

an = n

√
n3 + n− n

√
n√

4n+ 2−
√
n

bn =
(
n+ 1
n+ 2

)n+3

Megoldás.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n

√
n3 + n− n

√
n√

4n+ 2−
√
n

= lim
n→∞

n√
4n+ 2−

√
n

n3 + n− n3
√
n3 + n+ n

√
n

= lim
n→∞

n√
4n+ 2−

√
n

n√
n3 + n+ n

√
n

= lim
n→∞

1√
4 + 2

n − 1

1√
1 + 1

n2 + 1
= 1

2 .

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
n+ 1
n+ 2

)n+3

= lim
n→∞

(
1− 1

n+ 2

)n+3

= lim
n→∞

[(
1− 1

n+ 2

)n+2
]n+3

n+2

= 1
e
.

2. Végezze el az f(x) = 3
√

1 + x3 függvény teljes függvényvizsgálatát.
Megoldás. Df = R, nem páros, nem páratlan, nem periodikus, zérushelye x = −1.

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x
3

√
1
x3 + 1 = ±∞.

A deriváltak

f ′(x) = x2

(1 + x3)2/3

f ′′(x) = 2x(1 + x3)2/3 − 2x4(1 + x3)−1/3

(1 + x3)4/3 = 2x
(1 + x3)5/3 ,

mindkettőnek 0 az egyetlen zérushelye és a −1 pontban egyik sem értelmezett. Az előjelek:

(−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0,∞)
f infl infl
f ′ + X + 0 +
f ′′ + X − 0 +

lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

3

√
1
x3 + 1 = 1

lim
x→±∞

(f(x)− x) = lim
x→±∞

(f(x)− x) = lim
x→±∞

1 + x3 − x3

(1 + x3)2/3 + 3
√

1 + x3 3
√
x+ x2/3

= 0,

tehát mindkét irányban ferde aszimpotota az y = x egyenletű egyenes. Rf = R, grafikon:
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3. Határozza meg a
∞∑
n=1

n+ 1
2n (x+ 1)n sor összegfüggvényét.

Megoldás. A konvergenciatartomány belsejében a hatványsort tagonként lehet deriválni, tehát
∞∑
n=1

n+ 1
2n (x+ 1)n = d

dx

∞∑
n=1

1
2n (x+ 1)n+1

= d
dx

∞∑
n=0

2
(
x+ 1

2

)2(
x+ 1

2

)n
= d

dx

[
2
(
x+ 1

2

)2 1
1− x+1

2

]

= d
dx

[
x2 + 2x+ 1

1− x

]
= (2x+ 2)(1− x) + (x2 + 2x+ 1)

(1− x)2

= −x
2 + 2x+ 3
(1− x)2 ,

a konvergenciatartomány (−3, 1).

4. Számítsa ki az
∫ 1

0

∫ 1

y2
e
√
x3 dxdy integrált.

Megoldás. Az integrandus x szerinti integrálja nem elemi függvény, emiatt felcseréljük az integrálás sorrend-
jét. Az integrálási tartomány

{
(x, y) ∈ R2

∣∣0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ 1
}

=
{

(x, y) ∈ R2
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤

√
x
}
,

így ∫ 1

0

∫ 1

y2
e
√
x3 dx dy =

∫ 1

0

∫ √x
0

e
√
x3 dy dx

=
∫ 1

0

√
xe
√
x3 dx

= 2
3

[
e
√
x3
]1

0

= 2
3(e− 1).

5. Számítsa ki az r(t) = (cos t + 2 sin t)i + (−2 cos t + 2 sin t)j + (2 cos t + sin t)k egyenletű görbe t ∈ [0, 2π]
paraméterértékeknek megfelelő darabjának ívhosszát.
Megoldás. A derivált abszolútértéke

|ṙ(t)| = |(− sin t+ 2 cos t)i + (2 sin t+ 2 cos t)j + (−2 sin t+ cos t)k|

=
√

(− sin t+ 2 cos t)2 + (2 sin t+ 2 cos t)2 + (−2 sin t+ cos t)2

=
√

9 cos2 t+ 9 sin2 t = 3,
tehát az ívhossz∫ 2π

0
|ṙ(t)|dt =

∫ 2π

0
3 dt = 6π.



6. Integrálja az u(x, y, z) = x3i +xy2j + zx2k vektormezőt a 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 alakzat peremén
kifelé mutató irányítás mellett.
Megoldás. A felület egy kocka pereme, használhatjuk a Gauss–Osztrogradszkij-tételt. A vektormező diver-
genciája

div u(x, y, z) = 3x2 + 2xy + x2,

tehát ∫∫
∂V

u · dA =
∫∫∫

V

div u dV

=
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
(4x2 + 2xy) dx dy dz

=
∫ 1

0

∫ 1

0

(
4
3 + y

)
dy dz

=
∫ 1

0

(
4
3 + 1

2

)
dz

= 11
6 .

7. Oldja meg az y′ + y =
√
xe−x differenciálegyenletet y(0) = −1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldás. Az egyenlet elsőrendű lineáris állandó együtthatós, először a homogén egyenletet oldjuk meg. A
karakterisztikus polinom λ+ 1, gyöke −1, tehát a homogén egyenlet általános megoldása Ce−x.
Az inhomogén egyenlet megoldását az állandó variálásának módszere szerint c(x)e−x alakban keressük. Ezt
behelyettesítve az

c′(x)e−x =
√
xe−x

egyenlet adódik, amiből c′(x) =
√
x, azaz c(x) = 2

3x
3/2+C, tehát az inhomogén egyenlet általános megoldása

y(x) = 2
3x

3/2e−x+Ce−x. A kezdeti feltételből −1 = y(0) = C, tehát a keresett megoldás y(x) = 2
3x

3/2e−x−
e−x


