Matematika szigorlat G — 2024. junius 6.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?
Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(e1 + p2)).

2. Mondja ki a Weierstrass-tételt.
Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, létezik minimuma és maximuma, azaz léteznek ¢, d € [a, b]
szdmok, amire minden x € [a, b] esetén f(c) < f(x) < f(d).

3. Definidlja egy f : [0,1) — R fiiggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljat.
Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és 1étezik a limy_,q fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljanak nevezzik.

4. Ismertesse a pozitiv tagti numerikus sorokra vonatkozé hanyadoskritériumot.
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Megoldas. Az Z an, pozitiv tagl sor konvergens, ha lim sup < 1 és divergens, ha lim inf
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5. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megoldasa? Adjon feltételt az

egyutthatomatrix és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldas. Akkor létezik megoldds, ha az egyiitthatomatrix és a kib&vitett métrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a kozos rang megegyezik az ismeretlenek szaméval.

6. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V xV — V és - : R x V — V miiveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via,8 € Resetén (a +8) v =a-v+ 5 v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen Osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartomanyon skalarpotenciél.

8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb
S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
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9. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

10. Definialja a linearis allando egyiitthatos homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 lineéris allandé egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a,A\™ + ap—1 A" "L 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-
kei Ay, ..., Ar, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
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Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Végezze el az f(x) = /1 + 23 fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R, nem péros, nem pdratlan, nem periodikus, zérushelye v = —1.
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A derivaltak
, 2
f(x) = T DRE
() = 22(1 4 2%)2/3 — 224(1 4 23)~1/3 _ 2x 7
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mindkettének 0 az egyetlen zérushelye és a —1 pontban egyik sem értelmezett. Az el8jelek:
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tehat mindkét irdnyban ferde aszimpotota az y = x egyenletii egyenes. Ry = R, grafikon:
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3. Hatarozza meg a Z
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Megoldds. A konvergenciatartomany belsejében a hatvanysort tagonként lehet derivilni, tehat
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a konvergenciatartomdny (—3,1).
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4. Szamitsa ki az / / eV dg dy integralt.
2

Megoldas. Az integrandus x szerinti integrdlja nem elemi fiiggvény, emiatt felcseréljik az integralds sorrend-
jét. Az integralasi tartomany {(z,y) € RZIO <y<lLyP<z <1} ={(zy) € RQ‘O <z<1,0<y<Va),
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5. Szémitsa ki az r(t) = (cost + 2sint)i + (—2cost + 2sint)j + (2cost + sint)k egyenletii gorbe ¢t € [0, 27|
paraméterértékeknek megfelelé darabjanak ivhosszat.

Megoldas. A derivalt abszolutértéke
[F(¢)| = |(—sint + 2cost)i+ (2sint + 2cost)j + (—2sint + cost)K|

= /(—sint + 2cost)? + (2sint + 2cost)2 + (—2sint + cost)?
9cos2t+ 9sin?t = 3,

tehat az ivhossz
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6. Integralja az u(z,y, z) = 2%+ 29%j + z2%k vektormezét a 0 <z < 1,0 <y < 1, 0 < 2 < 1 alakzat peremén
kifelé mutaté irdnyitds mellett.

Megoldds. A feliilet egy kocka pereme, hasznalhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt. A vektormez6 diver-
genciaja

divu(z,y,2) = 32 + 22y + 22,
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7. Oldja meg az y' + y = /ze~* differencidlegyenletet y(0) = —1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet elsérendil linedris allando egyiitthatés, elészor a homogén egyenletet oldjuk meg. A
karakterisztikus polinom A + 1, gyéke —1, tehat a homogén egyenlet altaldnos megolddsa Ce™".
Az inhomogén egyenlet megolddsit az dllandé varidlasdnak mddszere szerint ¢(x)e™* alakban keressiik. Ezt

behelyettesitve az
d(z)e ™ = we™

egyenlet ad6dik, amibdl ¢/ (x) = \/z, azaz c(z) = %:C?’/ 21C, tehét az inhomogén egyenlet altaldnos megoldésa
y(z) = %xS/zeferCe*x. A kezdeti feltételbdl —1 = y(0) = C, tehdt a keresett megoldas y(z) = %x‘g/ze*‘”f
e*fl:



