Matematika szigorlat G — 2024. janius 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos g1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = T (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Hogyan jellemezhet6 egy kétszer differencidlhaté fiiggvény konvexitdsa a masodik derivalt segitségével?

Megoldas. Egy f : (a,b) — R kétszer differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor konvex, ha f” nemnegativ.
Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
amire f/(c) = W

Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majoranskritériumot.

Megoldas. Ha ZZOZO b, <00 ésVneN:0<a, <b,, akkor ZZO:O a, < 00.

Definidlja a Leibniz-tipust sor fogalméat. Adjon példat abszolat konvergens Leibniz-sorra.

Megoldds. Eff:no

Yo (=1

Adja meg a métrixok rangjdnak harom ekvivalens jellemzését.

an, Leibniz-sor, ha a tagok valtakozo eléjeliiek, |a,| monoton csokken és |a,| — 0. Példdul

Megoldds. Néhany példa: oszlop/sorvektorok altal kifeszitett altér dimenzidja, linedrisan fliggetlen osz-
lop/sorvektorok maximdlis szdma, maximalis méret{i nemnulla determindnst négyzetes részmatrix mérete,
képtér dimenzidja, 1épcsds/redukélt 1épesds alakban a nemnulla sorok szdma.

. Definidlja egy r : [a,b] — R3 fiiggvény Lipschitz-folytonossdganak fogalmat.

Megoldds. r Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L € R szdm, amire V1, 2o € [a,b] esetén |r(z1) —r(zq)| <
L|JJ1 — x2|.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV

. Mondja ki a Picard-Lindel6f-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a mésodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokélis megoldasa, és az egyértelmii.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozoji kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy els6rendii differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozdju, ha y' = f(x)g(y) alaki.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

1
/ zarctan r dz
0

Megoldas.
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3. Hatéarozza meg az

o 1 haxe[-n/3,7/3
f(z) {0 ha z € [—7, —7/3] vagy z € [1/3,7]

fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sorat.
Megoldas. A fliggvény paros, ezért a Fourier-sora tisztan koszinusz sor. Az egytitthatok
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1 Uy
ap = f/ f(x) cos(nx) dx
™ —T
1 7T‘/3
= f/ cos(nz) dx
T™J—x/3
_ 1 [sin(nz) /3
G n —m/3
~ 2sin (n%)
T on
0 ha n = 3k
- (71)’“?% ha n =3k + 1 vagy n = 3k + 2.
A Fourier-sor
R 1
S+ (’M?E cos(nz)

. Hol vannak és milyen tipustak az f(z,y) = 2% + 3xy? — 3z fiiggvény lokalis széls6értékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

falw,y) =32+ 3y* = 3
fi(x,y) = 6zy,
a zérushelyek (0,+1) és (£1,0). A Hesse-matrix

) = [0 Bywo] _foe ]

v (2, y)  foy(2,y) 6y G
0 =46 +6 0
H(0,+1) = L:es 0} H(+1,0) = [o iﬁ].

det H(0,£1) = —36 < 0, tehdt (0,£1) nyeregpontok, det H(+1,0) = 36 > 0, a diagondlis elemek el&jele
alapjan (1,0) lokdlis minimumhely, (—1,0) lokélis maximumbhely.

. Hatdrozza meg az u(z,y, 2) = 2?yi — zy%j + 2%k vektormezé integraljat az x2 + y?> = 2, 2 = 1 egyenletit
korvonalon a z tengely pozitiv fele felol nézve pozitiv forgasirany szerint.

Megoldds. A megadott gorbe egy korlap pereme, hasznalhatjuk a Stokes-tételt. A vektormezd rotéacidja

rot u( ) = Ous _ Ouy i+ uy  Ous - Ouy  Ouy K

= (—y* —a?)k.

A kérlap paraméterezése r(r, ) = 7 cos @i + rsin pj + k, a paramétertartomany 0 < r < /2,0 < ¢ < 27, a
jobbkéz-szabalynak megfeleléen irdnyitott normélvektor

0 0
a—; X é = (cos i + sin j) x (—rsin pi + r cos ¢j) = rk. (1)
A rotéci6 kiértékelve a feliileten rot u(r(r, ¢)) = —r2k, az integrél
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1
6. Oldja meg a ( 1+ cos(x +y) + > y' + (=1 +cos(z +y)) = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel
Y
mellett.

Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd, ahol
Py(z,y) = —sin(z +y) = Q,(z,y),

tehat egzakt. Egy potencidlfiiggvény

ulz,y) = /O " P(e1)de + /1 " Q) dy

n
=—z+sin(x+1) —sin(l) +y — 1 +sin(z +y) —sin(z + 1) + Iny
=—z—sin(l)+y—1+sin(z+y)+1Iny,

= /()m(—1+cos(§+1))d§+/1y <1+cos(x+?7) + 1> dn

az altalanos megoldas u(z,y(x)) = C (C € R). A kezdeti feltételb6l C = u(0,y(0)) = u(0,1) = 0. A
kezdetiérték-probléma megoldéasa implicit alakban

—z —sin(1) + y(x) + sin(z + y(x)) + Iny(z) = 1.

7. Oldja meg az y” + 3y’ + 2y = 1 differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 +3A+2X = (A+2)(A+1), tehédt a gyokok —2 és —1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae~ 2% + Be ™.

Az inhomogén tag polinom, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldédsét kereshetjik y(x) = Cy
alakban. A derivaltak

y' ()
Yy ()

az egyenletbe behelyettesitve

0
0,

20y = 1

adddik, ez akkor teljestil minden z-re, ha Cy = % Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa és derivaltja

1
y(x) = 3 + Ae " + Be™®

Y (z) = —24e %" — Be ™",
a kezdeti feltételbol

1
Ozy(x):§+A+B

0=1y'(z) = —24 - B,



