Matematika szigorlat G — 2024. janius 27.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 1+ 1/3i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, ¢ € R. 1+ /3i = 2 (% + §z> =

2(cos § +isin §).

. Definidlja az f : R — R fliggvény x pontbeli folytonossagat.

Megoldds. Ve > 036 > O0Vx € (xg — 0,20 +0) : |f(z) — f(xo)] <e.

. Irja fel az (elegendéen sokszor differencilhato) f figgvény x¢ € Dy pont koriili n-ed foku Taylor-polinomjat.

Z fR)
Megoldds. Z ?(m — x0)".
k=0

. Definidlja a fluggvénysorozatok egyenletes konvergencidjanak fogalmat. Adjon példat olyan fliggvénysoro-

zatra, amely [0, 2] minden pontjiban konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.

Megoldds. Egy f, figgvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatérértéke ott f, ha YeINy € NVz¥n > Ny : |f(z) — fo(x)] < e. Példdul

faulz) = (3)".

. Irja fel a sik origd koriili a szogli forgatasanak a métrixat a szokasos i, j bazisban.

Megolddas. [

cosa —sina
sina  cos«

. Irja fel az f(z,y) kétvéltozés fiiggvény (o, 1) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldds.

f(@o,90) + fr(zo,y0)(x — x0) + f1 (0, y0)(y — yo)+

/

1 1
+ 5]”51(350,?/0)(55 —x0)” + Fay (20, 90) (@ — 20)(y — yo) + if';y(y —y0)*
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a, b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe fvhosszat?

b
Megoldds. / £ ()| dt.

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencidlja u, és r : [a,b] — R3 térgérbe, akkor v
integrélja a gorbe mentén u(r(b)) — u(r(a)).

. Ismertesse a szukcessziv approximacié fogalmat.

Megoldas. Az y' = f(x,y), y(zg) = yo kezdetiérték-probléma megolddsidnak szukcessziv approximécidja
alatt a @o(z) = yo,

| " e pnlE) de

rekurzioval definidlt fliggvénysorozatot értjiik.
Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaku differencidlegyenlet egzakt D C R%-en, ha létezik u : D — R,

amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = (,%u(x,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(z) = et figgvény teljes figgvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R\ {0}, nem péros, nem pératlan, nem periodikus. A hatérértékek

lim f(z) =0
g S0 =oc
mlgrgo f(z) = o0.

> = (#* + 2%+ (2 - 1)%),
az elGjelek:
‘ (—OO, O) ‘ 0 ‘ (07 OO)
f J X /
f! + X +
f + X| +
Lattuk, hogy —oo irdnyban vizszintes aszimptota van,
sl
lim 7f(3:) = lim ¢ -

r—oo I T—>00 x

tehdt itt nincs ferde aszimpotota. Ry = (0, 00), grafikon:

. Szémitsa ki az aldbbi integralt.

6
/kx—3mﬁ_4x+mdm

Megoldds. Az integrandus racionélis tortfiiggvény, el6szor parcilis tortekre bontjuk:

6 A n Bx+C
(r—3)(x2 —42+9) -3

22 —4x +9’
mindkét oldalt a kozos nevezével megszorozva

6=A(z> —42+9) + (Bx + C)(z — 3) = (A+ B)2? + (—4A — 3B + O)z + (9A — 3C).
A két polinom akkor egyenld, ha

0=A+B

0=-4A-3B+C
6=9A4—3C,



az egyenletrendszer megolddsa A = C = —B = 1. Az integral

6 1 —xr+1
dz = d
/(x—3)(x2_4x+9) ‘ /(x—3+x2_4a:+9> v
1 1 2x—-4 1 1
- x73_§x274x+9_3(’3—_2)2+1 dz
V5

1 1 -2
:111315—3|—211r1(a:2—4310—l—9)—\/garctaun<x\/g )—I—C’.

o0
3. Hatarozza meg a E n3~" sor Gsszegét.
n=1

Megoldds. Ha |z| < 1, akkor
d 1 d <,
TLTor a2t
n=0
=z Z na" !
n=1
n=1

tehat

inw"—mi L _ x
— S Tdrl-2 (1-2)2

A keresett numerikus sor z = % helyettesitéssel adédik:

= 3
E n3™"=_—3 _ ="
n=1 (1-%)* 4

4. Hatdrozza meg az A méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajitvektorokbdl 4116 bézis (C felett)?

=

-6 2 -8
A=|4 -4 8
5 -1 6

Megoldas. A karakterisztikus polinom

—6— A\ 2 -8
det(A—X)=| 4 —4-X 8
5 -1 6-2)
(6= [(-4=2)6—-A)=8-(=1)]-2[4-(6—A) —8-5]
—8[4-(=1) = (—4—-))-5]
=X 4\ —4h = A\ +2)%

tehdt a sajatértékek 0 és —2 (kétszeres algebrai multiplicitassal).
A X\ = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozésa:

-6 2 =8 -1 1 =2 sa+4s; |—1 1 =2

A—0-IT=|4 —4 s|®&% |4 —a s|=E2|o o o] [_1 0 _1}
5 -1 6 5 -1 6 0 4 —4 0 4
tehat a sajatvektorok [1 -1 —I]T nullatol kiillénb6z6 tobbszorosei.
A )\ = —2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:
-4 2 -8
o i So+581 —4 2 *8 S1+82 1 1 0 s2—bsy 1 1 0
A=(=2)-I= g _f S {5 -1 8} {5 -1 8] {0 —6 8}

tehét a sajdtvektorok [4 —4 —S]T nullatél kiilonbozé tébbszordsei.
Mivel csak két linearisan fliggetlen sajatvektort taldlunk, nem létezik sajatvektorokbdl 4llé bézis, igy A nem

diagonalizalhato.



5. Potencidlos-e az u(x,y,z) = (3z2y + 2zy2)i + (2® + 2%z + 2y2?)j + (2%y + 2y%2)k vektormez6? Ha igen,
hatdrozza meg egy potencialfiiggvényét.

Megoldds.

ou ou
T =32 4y =Y

ay Tr° + 22z 0z

Ouy 9 ou,

_— = 4 =

9. 7 +ayz Jy

ou, o — Ouy

Ox Y=z

tehat a vektormezd potencidlos. Egy potencidlfiiggvény

z

© Y
w(,y, z) = /0 wa(€,0,0)dé + /0 wy (1, 0) diy + /0 w2y, ) d¢
T Yy z
_ 3 2 2
—/00d£+/0xd77+/0(xy+2y)§dc

= x3y + :Czyz + y2z2.

Or irdnyitas mellett.

6. Integralja az u(x,y,2) = xi + yj — zk vektormezét az r(u,v) = ui + vj + (u? + v?)k feliilet u? + v? < 1
egyenlStlenség dltal kijelolt paramétertartomanynak megfeleld darabjan 5o x %

Megoldds. Az irdnyitasnak megfelel6 normélvektor

v/, (u,v) X v (u,v) = (i+ 2uk) x (j + 2vk)
= —2ui — 2vj + k,

a vektormez6 értéke a felilleten
u(r(u,v)) = ui +vj— (v +vHk.

Az integral kiszdmitdsdhoz a paramétertartomanyon poldarkoordindtdkat (u = rcos¢, v = rsin @) hasznéd-
lunk:

1 27
/ u-dA = / / u(r(rcos g, rsing)) - (r) (rcosp,rsinp) x r,(rcosp,rsing))rdodr
s 0o Jo

1 27
:/ / (=3r%)rdpdr
o Jo
4
= —6m [2] = 7%7T.

—2x

7. Hatérozza meg az 3" + 3y’ + 2y = ¢ differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 43X +2 = (A+2)(A+ 1), tehat a gyokok —2 és —1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae 2% + Be .
Az inhomogén tag exponencialis, kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjiik
y(z) = Cze™2® alakban. A derivaltak

y'(z) = Ce™® — 202"

y'(x) = —4Ce " + 4Cxe™ ",

az egyenletbe behelyettesitve
706721 _ 6721

adédik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C' = —1. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(x) =
—ze™2% 4 Ae™?* 4 Be ",



