
Matematika szigorlat G – 2024. június 27.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Definiálja egy z komplex szám trigonometrikus alakját. Írja fel trigonometrikus alakban az 1 +
√

3i számot.

Megoldás. A trigonometrikus alak r(cosϕ + i sinϕ), ahol r ≥ 0, ϕ ∈ R. 1 +
√

3i = 2
(

1
2 +

√
3

2 i
)

=
2(cos π3 + i sin π

3 ).
2. Definiálja az f : R→ R függvény x0 pontbeli folytonosságát.

Megoldás. ∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : |f(x)− f(x0)| < ε.
3. Írja fel az (elegendően sokszor differenciálható) f függvény x0 ∈ Df pont körüli n-ed fokú Taylor-polinomját.

Megoldás.
n∑
k=0

f (k)

k! (x− x0)k.

4. Definiálja a függvénysorozatok egyenletes konvergenciájának fogalmát. Adjon példát olyan függvénysoro-
zatra, amely [0, 2] minden pontjában konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.
Megoldás. Egy fn függvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartományok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és határértéke ott f , ha ∀ε∃N0 ∈ N∀x∀n ≥ N0 : |f(x) − fn(x)| < ε. Például
fn(x) =

(
x
2
)n.

5. Írja fel a sík origó körüli α szögű forgatásának a mátrixát a szokásos i, j bázisban.

Megoldás.
[
cosα − sinα
sinα cosα

]
6. Írja fel az f(x, y) kétváltozós függvény (x0, y0) pontbeli másodrendű Taylor-polinomját.

Megoldás.

f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2f
′′
xx(x0, y0)(x − x0)2 + f ′′xy(x0, y0)(x − x0)(y − y0) + 1

2f
′′
yy(y − y0)2

7. Hogyan lehet kiszámítani az r : [a, b]→ R3 differenciálható függvénnyel megadott térgörbe ívhosszát?

Megoldás.
∫ b

a

|ṙ(t)|dt.

8. Mondja ki a vonalmenti integrálra vonatkozó Newton-Leibniz-tételt.
Megoldás. Ha v (skalár-)potenciálos vektormező, egy potenciálja u, és r : [a, b] → R3 térgörbe, akkor v
integrálja a görbe mentén u(r(b))− u(r(a)).

9. Ismertesse a szukcesszív approximáció fogalmát.
Megoldás. Az y′ = f(x, y), y(x0) = y0 kezdetiérték-probléma megoldásának szukcesszív approximációja
alatt a ϕ0(x) = y0,

ϕk+1(x) = y0 +
∫ x

x0

f(ξ, ϕk(ξ)) dξ

rekurzióval definiált függvénysorozatot értjük.
10. Mit értünk egzakt differenciálegyenlet alatt?

Megoldás. Egy P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 alakú differenciálegyenlet egzakt D ⊆ R2-en, ha létezik u : D → R,
amire P (x, y) = ∂

∂xu(x, y) és Q(x, y) = ∂
∂yu(x, y) teljesül. (Lokálisan ezzel ekvivalens: P ′y = Q′x.)



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = ex−
1
x függvény teljes függvényvizsgálatát.

Megoldás. Df = R \ {0}, nem páros, nem páratlan, nem periodikus. A határértékek

lim
x→−∞

f(x) = 0

lim
x→0−

f(x) =∞

lim
x→0+

f(x) = 0

lim
x→∞

f(x) =∞.

A deriváltak

f ′(x) = ex−
1
x

(
1 + 1

x2

)
f ′′(x) = ex−

1
x

(
1 + 1

x2

)2
− 2ex− 1

x
1
x3 = ex−

1
x

1
x4

(
x4 + x2 + (x− 1)2) ,

az előjelek:

(−∞, 0) 0 (0,∞)
f X
f ′ + X +
f ′′ + X +

Láttuk, hogy −∞ irányban vízszintes aszimptota van,

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

ex−
1
x

x
=∞,

tehát itt nincs ferde aszimpotota. Rf = (0,∞), grafikon:

−1 1

5

10

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ 6
(x− 3)(x2 − 4x+ 9) dx

Megoldás. Az integrandus racionális törtfüggvény, először parciális törtekre bontjuk:

6
(x− 3)(x2 − 4x+ 9) = A

x− 3 + Bx+ C

x2 − 4x+ 9 ,

mindkét oldalt a közös nevezővel megszorozva

6 = A(x2 − 4x+ 9) + (Bx+ C)(x− 3) = (A+B)x2 + (−4A− 3B + C)x+ (9A− 3C).

A két polinom akkor egyenlő, ha

0 = A+B

0 = −4A− 3B + C

6 = 9A− 3C,



az egyenletrendszer megoldása A = C = −B = 1. Az integrál∫ 6
(x− 3)(x2 − 4x+ 9) dx =

∫ ( 1
x− 3 + −x+ 1

x2 − 4x+ 9

)
dx

=
∫ ( 1

x− 3 −
1
2

2x− 4
x2 − 4x+ 9 −

1
5

1
(x−2√

5 )2 + 1

)
dx

= ln|x− 3| − 1
2 ln(x2 − 4x+ 9)− 1√

5
arctan

(
x− 2√

5

)
+ C.

3. Határozza meg a
∞∑
n=1

n3−n sor összegét.

Megoldás. Ha |x| < 1, akkor

x
d

dx
1

1− x = x
d

dx

∞∑
n=0

xn

= x

∞∑
n=1

nxn−1

=
∞∑
n=1

nxn,

tehát
∞∑
n=1

nxn = x
d

dx
1

1− x = x

(1− x)2 .

A keresett numerikus sor x = 1
3 helyettesítéssel adódik:

∞∑
n=1

n3−n =
1
3(

1− 1
3
)2 = 3

4 .

4. Határozza meg az A mátrix sajátértékeit és sajátvektorait. Létezik-e sajátvektorokból álló bázis (C felett)?

A =

−6 2 −8
4 −4 8
5 −1 6


Megoldás. A karakterisztikus polinom

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−6− λ 2 −8

4 −4− λ 8
5 −1 6− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−6− λ) [(−4− λ)(6− λ)− 8 · (−1)]− 2 [4 · (6− λ)− 8 · 5]
− 8 [4 · (−1)− (−4− λ) · 5]

= −λ3 − 4λ2 − 4λ = −λ(λ+ 2)2,

tehát a sajátértékek 0 és −2 (kétszeres algebrai multiplicitással).
A λ = 0 sajátértékhez tartozó sajátvektorok meghatározása:

A− 0 · I =

−6 2 −8
4 −4 8
5 −1 6

 s1+s3∼

−1 1 −2
4 −4 8
5 −1 6

 s2+4s1
s3+5s1∼

−1 1 −2
0 0 0
0 4 −4

 s1−s3/4∼
[
−1 0 −1
0 4 −4

]

tehát a sajátvektorok
[
1 −1 −1

]T nullától különböző többszörösei.
A λ = −2 sajátértékhez tartozó sajátvektorok meghatározása:

A− (−2) · I =

−4 2 −8
4 −2 8
5 −1 8

 s2+s1∼
[
−4 2 −8
5 −1 8

]
s1+s2∼

[
1 1 0
5 −1 8

]
s2−5s1∼

[
1 1 0
0 −6 8

]

tehát a sajátvektorok
[
4 −4 −3

]T nullától különböző többszörösei.
Mivel csak két lineárisan független sajátvektort találunk, nem létezik sajátvektorokból álló bázis, így A nem
diagonalizálható.



5. Potenciálos-e az u(x, y, z) = (3x2y + 2xyz)i + (x3 + x2z + 2yz2)j + (x2y + 2y2z)k vektormező? Ha igen,
határozza meg egy potenciálfüggvényét.
Megoldás.

∂ux
∂y

= 3x2 + 2xz = ∂uy
∂x

∂uy
∂z

= x2 + 4yz = ∂uz
∂y

∂uz
∂x

= 2xy = ∂ux
∂z

,

tehát a vektormező potenciálos. Egy potenciálfüggvény

u(x, y, z) =
∫ x

0
ux(ξ, 0, 0) dξ +

∫ y

0
uy(x, η, 0) dη +

∫ z

0
uz(x, y, ζ) dζ

=
∫ x

0
0 dξ +

∫ y

0
x3 dη +

∫ z

0
(x2y + 2y2)ζ dζ

= x3y + x2yz + y2z2.

6. Integrálja az u(x, y, z) = xi + yj − zk vektormezőt az r(u, v) = ui + vj + (u2 + v2)k felület u2 + v2 ≤ 1
egyenlőtlenség által kijelölt paramétertartománynak megfelelő darabján ∂r

∂u ×
∂r
∂v irányítás mellett.

Megoldás. Az irányításnak megfelelő normálvektor

r′u(u, v)× r′v(u, v) = (i + 2uk)× (j + 2vk)
= −2ui− 2vj + k,

a vektormező értéke a felületen

u(r(u, v)) = ui + vj− (u2 + v2)k.

Az integrál kiszámításához a paramétertartományon polárkoordinátákat (u = r cosϕ, v = r sinϕ) haszná-
lunk: ∫

S

u · dA =
∫ 1

0

∫ 2π

0
u(r(r cosϕ, r sinϕ)) · (r′u(r cosϕ, r sinϕ)× r′v(r cosϕ, r sinϕ))r dϕdr

=
∫ 1

0

∫ 2π

0
(−3r2)r dϕdr

= −6π
[
r4

4

]
= −3

2π.

7. Határozza meg az y′′ + 3y′ + 2y = e−2x differenciálegyenlet általános megoldását.
Megoldás. Az egyenlet inhomogén állandó együtthatós lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 2)(λ+ 1), tehát a gyökök −2 és −1. A homogén
egyenlet általános megoldása Ae−2x +Be−x.
Az inhomogén tag exponenciális, külső rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldását kereshetjük
y(x) = Cxe−2x alakban. A deriváltak

y′(x) = Ce−2x − 2Cxe−2x

y′′(x) = −4Ce−2x + 4Cxe−2x,

az egyenletbe behelyettesítve

−Ce−2x = e−2x

adódik, ez akkor teljesül minden x-re, ha C = −1. Az inhomogén egyenlet általános megoldása y(x) =
−xe−2x +Ae−2x +Be−x.


