Matematika szigorlat G — 2024. szeptember 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja egy valds szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx) =y.

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majordnskritériumot.

Megoldds. Ha Y. b, < 00 ésVn € N:0 < a, < by, akkor > a, < oc.

. Definidlja a valés vektortér fogalmat.

Megoldds. AV halmaz a + : V xV — V é - : R x V — V miiveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R : - (f-v) = (af) v, és Vu,v € Vo, € Reesetén (o +8)-v =a-v+ 5 v és
a-(utv)=a -u+a-v teljesil.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéltjdnak az ro pontban a t — f(ro+te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

Mikor neveziink egy v vektormezét (skaldr-)potencidlosnak?

Megoldas. v potencidlos, ha létezik olyan f fiiggvény, amivel v = grad f teljesiil.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozoju kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy elsérendii differencidlegyenlet szétvalaszthaté valtozdju, ha y' = f(z)g(y) alaku.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(x) = 1527 — 4225 + 352° fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, nem paros, paratlan, nem periodikus. A hatarértékek
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A derivaltak
f'(x) = 1052° — 2102* 4+ 1052% = 10522 (2 — 1)? = 105(z + 1)*2?(z — 1)?
f"(x) = 105(62° — 823 + 22) = 210x(3x* — 42® 4+ 1) = 210z (x — 1)(z + 1)(32? — 1),

f! zérushelyei 0 és 1, f” zérushelyei 0, £1 és :I:% az elGjelek:
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tehat nincs ferde aszimpotota. Ry = R, grafikon:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
| 7=
—dz
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Megoldas. A primitiv fiiggvényt = = sint, dx = cost dt helyettesitéssel hatarozhatjuk meg:
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Az integrandus az 1 kérnyezetében nem korldtos, emiatt az integral improprius:
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3. Hatérozza meg az f(z) = 2 fiiggvény zo = 1 pont kézépponti Taylor-sorat.

e
Megoldds.

4. Hatarozza meg az
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egyenletrendszer megoldasszamat az a, b valés paraméterek fiiggvényében.

Megoldds. Végezziink Gauss-eliminaciot a kibovitett matrixon:
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Ez lépcsos alaki a paraméterek barmely értéke mellett, tehat a rang megegyezik a nem nulla sorok szaméval.
Az egyiitthatématrix rangja 3, ami megegyezik az ismeretlenek szaméaval, tehat legfeljebb egy megoldas van.
Ha 3a — b = 1, akkor a kib6vitett matrix rangja is 3, ilyenkor pontosan egy megoldas van. Ha 3a — b # 1,
akkor a kibévitett matrix rangja 4, ekkor az egyenletrendszernek nem létezik megoldésa.

5. Integralja az u(wz,y, z) = (2% + 2y?)i + (2%y + y*)j — 2°k vektormez6t az a2 + y? = 1 feliilet —1 < z < 1
darabjén kifelé (a z tengelytdl tavolodd irdnyba mutatd) irdnyitds mellett.

Megoldds. A feliilet egy henger paldstja, egy lehetséges paraméterezés r(u,v) = cosui + sinuj + vk, a
paramétertartomanyt megadod egyenlétlenségek 0 < u < 27, —1 < v < 1. A normadlvektor

) (u,v) X v (u,v) = (—sinui + cosuj) x k = cosui + sin uj,

ez kifelé mutat. A vektormezd értéke a feliileten u(r(u,v)) = cosui + sin uj — v?k, a feliileti integral

//S“'dA = /0% /_11 u(r(u,)) - (v, (u,0) x ¥, (u,0)) dvdu
= /02” /_11(0082u+sin2 u)dvdu

= 4r.

6. Hol van a tomegkozéppontja az z2 + y? + 22 < 1, z > /22 + y? egyenlbtlenségek altal meghatarozott
testnek?



Megoldas. Az alakzat az egységgémb és egy origd csiicsu egyenes korkidp metszete, gombi koordindtakat
érdemes hasznalni: r(r,9,¢) = rsinvcospi + rsindsin pj + rcosvk, a Jacobi-determinans r2sind, az
integraldsi tartomdnyt a 0 <r < 1,0 <9 < 7, 0 < p < 27 egyenlStlenségek hatdrozzdk meg. A z-tengely
koriili forgasszimmetria miatt a témegkozéppont a z-tengelyen van. A sziikséges integralok
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A tomegkozéppont helyvektora tehat mk.
. Oldja meg az y" + 2y’ + 10y = e~ % differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldads. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 4+ 2\ + 10 = (A + 1)2 + 9, tehat a gyokok —1 + 3i. A homogén
egyenlet dltaldnos megolddsa Ae™% cos(3x) + Be™ sin(3x).

Az inhomogén tag exponencidlis, nincs kiilsé rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(x) = Ce™® alakban. A derivdltak y'(z) = —Ce™" és y”(xz) = Ce™7, az egyenletbe behelyettesitve

Ce ™ —2Ce ™™ +10Ce™™ ="

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C = %. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa és derivaltja

y(z) = %6_1 + Ae”" cos(3z) + Be™ sin(3z)

1
y'(z) = *5671’ — Ae % cos(3z) — 3Ae T sin(3x) — Be™ “sin(3x) + 3Be™* cos(3x),
a kezdeti feltételbdl
1
1
0=y/(0)=—5—A+3B,
tehat A =—3 és B =0. A keresett megoldas y(z) = §e=* — $e~ cos(3x).



