
Matematika szigorlat G – 2024. szeptember 20.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszámítani két trigonometrikus alakban adott komplex szám szorzatát?
Megoldás. Ha z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) és z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), akkor z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) +
i sin(ϕ1 + ϕ2)).

2. Definiálja egy valós számsorozat határértékének fogalmát.
Megoldás. Az (an) valós számsorozat határértéke az A ∈ R szám, ha ∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n ≥ n0 : |an −A| < ε.

3. Mondja ki a Bolzano-tételt.
Megoldás. Ha f : [a, b] → R folytonos függvény, akkor minden y ∈ [f(a), f(b)]-hez létezik x ∈ [a, b], amire
f(x) = y.

4. Mondja ki a pozitív tagú numerikus sorokra vonatkozó majoránskritériumot.
Megoldás. Ha

∑∞
n=0 bn <∞ és ∀n ∈ N : 0 ≤ an ≤ bn, akkor

∑∞
n=0 an <∞.

5. Definiálja a valós vektortér fogalmát.
Megoldás. A V halmaz a + : V × V → V és · : R × V → V műveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutatív, asszociatív, létezik rá nézve neutrális elem (0) és inverz (v inverze −v), ∀v ∈ V : 1 · v = v,
∀v ∈ V, α, β ∈ R : α · (β · v) = (αβ) · v, és ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R esetén (α + β) · v = α · v + β · v és
α · (u+ v) = α · u+ α · v teljesül.

6. Definiálja az f : Rn → R függvény iránymenti deriváltjának fogalmát.
Megoldás. Ha e ∈ Rn egységvektor, akkor f e irányú deriváltjának az r0 pontban a t 7→ f(r0 + te) függvény
0-beli deriváltját nevezzük.

7. Mikor nevezünk egy v vektormezőt (skalár-)potenciálosnak?
Megoldás. v potenciálos, ha létezik olyan f függvény, amivel v = grad f teljesül.

8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldás. Legyen S irányított felület, pereme a jobbkéz-szabály szerint irányítva ∂S, és legyen u (legalább
S egy környezetében) folytonosan differenciálható vektormező. Ekkor

∫
∂S

u · dr =
∫∫

S

rot u · dA.

9. Mondja ki a Cauchy–Peano-féle egzisztenciatételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R× Rn és f : D → Rn folytonos, akkor az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely
(x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt kielégítő lokális megoldása.

10. Mit nevezünk szétválasztható változójú közönséges differenciálegyenletnek?
Megoldás. Egy elsőrendű differenciálegyenlet szétválasztható változójú, ha y′ = f(x)g(y) alakú.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(x) = 15x7 − 42x5 + 35x3 függvény teljes függvényvizsgálatát.

Megoldás. Df = R, nem páros, páratlan, nem periodikus. A határértékek

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x7
(

15− 42
x2 + 35

x4

)
= ±∞.

A deriváltak

f ′(x) = 105x6 − 210x4 + 105x2 = 105x2(x2 − 1)2 = 105(x+ 1)2x2(x− 1)2

f ′′(x) = 105(6x5 − 8x3 + 2x) = 210x(3x4 − 4x2 + 1) = 210x(x− 1)(x+ 1)(3x2 − 1),

f ′ zérushelyei 0 és ±1, f ′′ zérushelyei 0, ±1 és ± 1√
3 az előjelek:
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lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

x6
(

15− 42
x2 + 35

x4

)
=∞,

tehát nincs ferde aszimpotota. Rf = R, grafikon:
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2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ 1

0

x3
√

1− x2
dx

Megoldás. A primitív függvényt x = sin t, dx = cos tdt helyettesítéssel határozhatjuk meg:∫
x3

√
1− x2

dx =
∫ sin3 t√

1− sin2 t
cos tdt

=
∫

sin3 tdt

=
∫

(1− cos2 t) sin tdt

= − cos t+ cos3 t

3

= −
√

1− x2 + (1− x2)
√

1− x2

3 + C.

Az integrandus az 1 környezetében nem korlátos, emiatt az integrál improprius:∫ 1

0

x3
√

1− x2
dx = lim

ω→1−

∫ ω

0

x3
√

1− x2
dx

= lim
ω→1−

[
−
√

1− x2 + (1− x2)
√

1− x2

3

]ω
0

= lim
ω→1−

(
−
√

1− ω2 + (1− ω2)
√

1− ω2

3 + 1− 1
3

)
= 2

3 .



3. Határozza meg az f(x) = 1
x2 függvény x0 = 1 pont középpontú Taylor-sorát.

Megoldás.

f(x) = 1
x2

= − d
dx

1
x

= − d
dx

1
1 + (x− 1)

= − d
dx

∞∑
n=0

(−1)n(x− 1)n

= −
∞∑
n=1

(−1)nn(x− 1)n−1

=
∞∑
n=1

(−1)n−1n(x− 1)n−1

=
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(x− 1)n.

4. Határozza meg az

−2x1 + x2 + 2x3 = 1
x1 + x3 = 5
x2 + ax3 = b

2x1 − 2x2 = 6

egyenletrendszer megoldásszámát az a, b valós paraméterek függvényében.
Megoldás. Végezzünk Gauss-eliminációt a kibővített mátrixon:

−2 1 2 1
1 0 1 5
0 1 a b
2 −2 0 6

 s1↔s2∼


1 0 1 5
−2 1 2 1
0 1 a b
2 −2 0 6

 s2+2s1
s4−2s1∼


1 0 1 5
0 1 4 11
0 1 a b
0 −2 −2 −4


s3−s2
s4+2s2∼


1 0 1 5
0 1 4 11
0 0 a− 4 b− 11
0 0 6 18

 s3↔s4∼


1 0 1 5
0 1 4 11
0 0 6 18
0 0 a− 4 b− 11

 s4− a−4
6 s3∼


1 0 1 5
0 1 4 11
0 0 6 18
0 0 0 −3a+ b+ 1


Ez lépcsős alakú a paraméterek bármely értéke mellett, tehát a rang megegyezik a nem nulla sorok számával.
Az együtthatómátrix rangja 3, ami megegyezik az ismeretlenek számával, tehát legfeljebb egy megoldás van.
Ha 3a− b = 1, akkor a kibővített mátrix rangja is 3, ilyenkor pontosan egy megoldás van. Ha 3a− b 6= 1,
akkor a kibővített mátrix rangja 4, ekkor az egyenletrendszernek nem létezik megoldása.

5. Integrálja az u(x, y, z) = (x3 + xy2)i + (x2y + y3)j − z3k vektormezőt az x2 + y2 = 1 felület −1 ≤ z ≤ 1
darabján kifelé (a z tengelytől távolodó irányba mutató) irányítás mellett.
Megoldás. A felület egy henger palástja, egy lehetséges paraméterezés r(u, v) = cosui + sin uj + vk, a
paramétertartományt megadó egyenlőtlenségek 0 ≤ u ≤ 2π, −1 ≤ v ≤ 1. A normálvektor

r′u(u, v)× r′v(u, v) = (− sin ui + cosuj)× k = cosui + sin uj,

ez kifelé mutat. A vektormező értéke a felületen u(r(u, v)) = cosui + sin uj− v3k, a felületi integrál∫∫
S

u · dA =
∫ 2π

0

∫ 1

−1
u(r(u, v)) · (r′u(u, v)× r′v(u, v)) dv du

=
∫ 2π

0

∫ 1

−1
(cos2 u+ sin2 u) dv du

= 4π.

6. Hol van a tömegközéppontja az x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥
√
x2 + y2 egyenlőtlenségek által meghatározott

testnek?



Megoldás. Az alakzat az egységgömb és egy origó csúcsú egyenes körkúp metszete, gömbi koordinátákat
érdemes használni: r(r, ϑ, ϕ) = r sinϑ cosϕi + r sinϑ sinϕj + r cosϑk, a Jacobi-determináns r2 sinϑ, az
integrálási tartományt a 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϑ ≤ π

4 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π egyenlőtlenségek határozzák meg. A z-tengely
körüli forgásszimmetria miatt a tömegközéppont a z-tengelyen van. A szükséges integrálok∫∫∫

V

1 dV =
∫ 1

0

∫ π/4

0

∫ 2π

0
r2 sinϑ dϕdϑ dr = 2π

3

(
1− 1√

2

)
és ∫∫∫

V

z dV =
∫ 1

0

∫ π/4

0

∫ 2π

0
r3 cosϑ sinϑ dϕdϑ dr = π

8 .

A tömegközéppont helyvektora tehát 3
8(2−

√
2) k.

7. Oldja meg az y′′ + 2y′ + 10y = e−x differenciálegyenletet y(0) = 0, y′(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldás. Az egyenlet inhomogén állandó együtthatós lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom λ2 + 2λ+ 10 = (λ+ 1)2 + 9, tehát a gyökök −1± 3i. A homogén
egyenlet általános megoldása Ae−x cos(3x) +Be−x sin(3x).
Az inhomogén tag exponenciális, nincs külső rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldását kereshetjük
y(x) = Ce−x alakban. A deriváltak y′(x) = −Ce−x és y′′(x) = Ce−x, az egyenletbe behelyettesítve

Ce−x − 2Ce−x + 10Ce−x = e−x

adódik, ez akkor teljesül minden x-re, ha C = 1
9 . Az inhomogén egyenlet általános megoldása és deriváltja

y(x) = 1
9e
−x +Ae−x cos(3x) +Be−x sin(3x)

y′(x) = −1
9e
−x −Ae−x cos(3x)− 3Ae−x sin(3x)−Be−x sin(3x) + 3Be−x cos(3x),

a kezdeti feltételből

0 = y(0) = 1
9 +A

0 = y′(0) = −1
9 −A+ 3B,

tehát A = − 1
9 és B = 0. A keresett megoldás y(x) = 1

9e
−x − 1

9e
−x cos(3x).


