Matematika szigorlat G — 2024. december 11.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szam trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban a —1 + i szdmot.

Megoldds. A trigonometrikus alak r(cosp + ising), ahol r > 0, p € R. —1+1i = ﬂ(
\@(cos %T” + ¢sin %’r)

1 1,

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Mondja ki az 6sszetett fliggvény x¢ pontbeli differencialhatésdgara vonatkozo lancszabalyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fuggvények, hogy ¢ differencidlhaté az zy pontban és f differencidlhaté a g(xo)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az g pontban és (f o g)'(zo) = f'(g9(x0))g’ (x0).

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majordnskritériumot.

Megoldas. Ha ZZOZO b, <00 ésVneN:0<a, <b,, akkor ZZO:O a, < 0.

. Definiélja a linearis transzforméciok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linedris transzformacié. A v € V vektor az
L linedris transzformécié A € K sajatértékhez tartozd sajatvektora, ha v £ 0 és L(v) = A - v.

. Irja fel az f(z,y) kétvéltozés filggvény (xo, o) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldds.

f(@o,y0) + fr(2o,y0)(x — wo) + f (0, Y0) (¥ — o)+

+ %fa/vlm(any(J)(x — x0)* + £, (x0, y0) (x — x0) (y — yo) + %f;/y(y —y0)*

Ismertesse egy folytonos vektormezd feliileti integraljanak kiszamitasanak modjat folytonosan differencidl-
haté fiiggvénnyel megadott felillet mentén.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integralja a feliileten [, arg;’”) 81’(81:),1;) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha 8rg'i’“) X arg;’”) irdnya
a feliilet iranyitasanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u folytonosan

differencialhat6 vektormez6. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Picard-Lindelof-tételt.

Megoldas. Ha D C R x R™ és f : D — R"™ folytonos, a masodik valtozéban Lipschitz-folytonos, akkor
az y' = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely (zg,yo) € D esetén létezik az y(zg) = yo kezdeti feltételt
kielégito lokélis megoldésa, és az egyértelmil.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(x)e **dz, Lf értelmezési tartomédnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integrél 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.

a, = \V/n? +narctann —n

B Inn—2+Inyn

b, = n
7+ 27"+ 1n(n3)
Megoldds.
lim a, = lim v/n? + narctann —n
n—oo n— oo

. n? + narctann — n2
= lim

n—o00 \/n2 + narctann +n

. arctann
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T
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) o lnn—2+Inyn
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/\/5+4m—x2dx

Megoldas. Teljes négyzetté alakitds utan sint = %2, 3costdt = dx helyettesitést alkalmazunk:

/mdx:/mdx

_9\?2
:/3,/1—(”33 ) de
:/QCOSQtdt

1 2
:/9 + cos tdt

2
9 9
= —t+ isith

2
- 9 -2
=3 arcsin I 3 + 1 sin 2 arcsin x +C
3. Hatédrozza meg az f(z) = P E— figgvény xo = 0 kdzéppontt Taylor-sorat és annak konvergenciasuga-

x>+ x—

rat.

Megoldds. A nevezét szorzattd alakitjuk, majd parcialis tortekre bontunk: 22 + 2 — 2 = (z — 1)(z + 2),

3 A B

2 rr—2 z-1 Jrgc—i—27
3=A(x+2)+B(x—1)=(A+ B)x+ (24— B),
azaz A+ B =0 és 2A — B = 3. Az egyenletrendszer megoldiasa A =1, B = —1. Ezt felhaszndlva

1 1
f(x):x—l_x—i—Z
__ 11
T Tios 21 (1)
= , le T\™
- Sran )
n=0 n=0
= n 1 n
:Z<_1_(_) 271+1>
n=0

A sor ott konvergens, ahol mindkét geometriai sor konvergens, tehat a konvergenciasugar 1.



4. Hatarozza meg az

Iy +3$2*£L’3 = -2
—2x1 — X9 +4r3 =1
3x9 + brg = =2

201+ 29 =a

egyenletrendszer megolddsszamat az a, b valés paraméterek fliggvényében.

Megoldds. A kib&vitett matrixon Gauss-eliminéciét végziink:

1 3 —1|-2]s+2s [1 3 —1| -2 1 3 —1] -2
9 1 4 |1 |%E o 5 2| 23| smes|0 50 2| —3
0 3 b |-2 7 fo 15 5] 100 T |0 -5 2 |a+4
2 1 0| a 0 -5 2 |a+4 0 15 5| —10
13 -1 -2 13 -1 -2
St2lo 50 2 3| sal0 5 2 -3
“ oo 4 |a+1 0 0 4 a+1
0 0 56—6| —1 0 0 20b—24| —4
1 3 -1 -2
sa—(5b—6)ss |0 5 2 -3
~ 00 4 a+1
0 0 0 |—5ba+6a—>5b+2

Az egylitthatomatrix rangja a paraméterek barmely értéke mellett 3, ami megegyezik az ismeretlenek sza-
maéaval, tehat legfeljebb egy megoldds létezik. A kibdvitett matrix rangja 3, ha —5ba + 6a — 5b + 2 = 0,
ilyenkor pontosan egy megoldés létezik, és 4, ha —5ba + 6a — 5b 4 2 # 0, ekkor az egyenletrendszernek nem
létezik megoldasa.

5. Potencidlos-e az u(z,y,2) = (y? — y2)i + (2zy + 3y> — xz — 2y2)j + (—xy — y*)k vektormezé? Ha igen,
hatérozza meg egy potencialfiiggvényét.

Megoldds. A vektormez6 mindenhol folytonosan differencidlhaté, tehdt a potencidl 1étezésének sziikséges és
elégséges feltétele rot u = 0.

rotu(z,y,z) = 8uz_% i+ auz—auz i+ %_8% k
Y2 = Oy 0z 0z or )Y Ox Oy

=(z—2y—(—z—2)i+ (—y—(—+2y—2—(2y—2)k =0,

tehat létezik potencial. Egy potencialfiggvény

Y

F(any,2) = /0 a(€,0,0) dé + /0 wy (1, 0) iy + /0 w (2, ¢) dC

z

Y

:O+/ (2:1:7]+3172)dn+/ (—zy —y?)dC
0 0

=xy* +9° — 2yz — y?2.

6. Oldja meg a

differencidlegyenletet y(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet szétvilaszthatd, dtrendezve e¥y’ = e~%, mindkét oldalt integraljuk:

/ " en©y(¢) e = / Ceta

[ey(ﬁ)};o S

e¥(@) _ ou(0) — _ -7 _ (-1)

)

tehat

y(z) =In(1+e? —e™7).



7. Hatérozza meg az y"” — 3y’ — 2y = ze~* differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\? — X — 2 = (A + 1)(\ — 2), tehat a gyokok —1 és 2. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae™® + Be?®,

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(z) = ©(Cy + C1x)e” ™ alakban. A derivdltak

y'(x) = (CO - C()(E + 201$ — C1$2)€7w

y'(x) = (=2Cy + 20, + Cozx — 4Cyx + Cra?)e™ ",
az egyenletbe behelyettesitve

(=3Ch+2C; —6C1z)e " =ze™®

adédik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha —3Cy+2C; = 0 és —6C; = 1. Az egyenletrendszer megoldasa Cy =

—5, C1 = —%, tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsa y(z) = —fze™® — ta?e™® 4+ Ae ™ + Be?”.



