
Matematika szigorlat G – 2024. december 11.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Definiálja egy z komplex szám trigonometrikus alakját. Írja fel trigonometrikus alakban a −1 + i számot.

Megoldás. A trigonometrikus alak r(cosϕ + i sinϕ), ahol r ≥ 0, ϕ ∈ R. −1 + i =
√

2
(
− 1√

2 + 1√
2 i
)

=
√

2(cos 3π
4 + i sin 3π

4 ).
2. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldás. Ha f : [a, b] → R folytonos függvény, akkor minden y ∈ [f(a), f(b)]-hez létezik x ∈ [a, b], amire
f(x) = y.

3. Mondja ki az összetett függvény x0 pontbeli differenciálhatóságára vonatkozó láncszabályt.
Megoldás. Ha f és g olyan függvények, hogy g differenciálható az x0 pontban és f differenciálható a g(x0)
pontban, akkor f ◦ g differenciálható az x0 pontban és (f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0))g′(x0).

4. Mondja ki a pozitív tagú numerikus sorokra vonatkozó majoránskritériumot.
Megoldás. Ha

∑∞
n=0 bn <∞ és ∀n ∈ N : 0 ≤ an ≤ bn, akkor

∑∞
n=0 an <∞.

5. Definiálja a lineáris transzformációk sajátértékének és sajátvektorának fogalmát.
Megoldás. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V → V lineáris transzformáció. A v ∈ V vektor az
L lineáris transzformáció λ ∈ K sajátértékhez tartozó sajátvektora, ha v 6= 0 és L(v) = λ · v.

6. Írja fel az f(x, y) kétváltozós függvény (x0, y0) pontbeli másodrendű Taylor-polinomját.
Megoldás.

f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2f
′′
xx(x0, y0)(x − x0)2 + f ′′xy(x0, y0)(x − x0)(y − y0) + 1

2f
′′
yy(y − y0)2

7. Ismertesse egy folytonos vektormező felületi integráljának kiszámításának módját folytonosan differenciál-
ható függvénnyel megadott felület mentén.
Megoldás. Legyen D ⊆ R2, r : D → R3 paraméterezett irányított felület, u : R3 → R3 vektormező. Ekkor u
felületi integrálja a felületen

∫∫
D
∂r(u,v)
∂u

∂r(u,v)
∂v u(r(u, v)) dudv módon számítható, ha ∂r(u,v)

∂u × ∂r(u,v)
∂v iránya

a felület irányításának megfelelő, és ennek a −1-szerese, ha azzal ellentétes.
8. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldás. Legyen S irányított felület, pereme a jobbkéz-szabály szerint irányítva ∂S, és legyen u folytonosan
differenciálható vektormező. Ekkor

∫
∂S

u · dr =
∫∫

S

rot u · dA.

9. Mondja ki a Picard–Lindelöf-tételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R × Rn és f : D → Rn folytonos, a második változóban Lipschitz-folytonos, akkor
az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely (x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt
kielégítő lokális megoldása, és az egyértelmű.

10. Definiálja az f : [0,∞)→ R függvény Laplace-transzformáltját.
Megoldás. (Lf)(z) =

∫∞
0 f(x)e−zx dz, Lf értelmezési tartománya azon z számok halmaza, amelyre ez az

integrál létezik.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Számítsa ki az alábbi sorozatok határértékét.

an =
√
n2 + n arctann− n

bn =
lnn− 9

n + ln
√
n

7 + 2−n + ln(n3)

Megoldás.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

√
n2 + n arctann− n

= lim
n→∞

n2 + n arctann− n2
√
n2 + n arctann+ n

= lim
n→∞

arctann√
1 + 1

n arctann+ 1
= π

4

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

lnn− 9
n + ln

√
n

7 + 2−n + ln(n3)

= lim
n→∞

3
2 −

9
n lnn

7
lnn + 2−n

lnn + 3
= 1

2 .

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ √
5 + 4x− x2 dx

Megoldás. Teljes négyzetté alakítás után sin t = x−2
3 , 3 cos tdt = dx helyettesítést alkalmazunk:∫ √

5 + 4x− x2 dx =
∫ √

9− (x− 2)2 dx

=
∫

3

√
1−

(
x− 2

3

)2
dx

=
∫

9 cos2 tdt

=
∫

91 + cos 2t
2 dt

= 9
2 t+ 9

4 sin 2t

= 9
2 arcsin x− 2

3 + 9
4 sin 2 arcsin x− 2

3 + C

3. Határozza meg az f(x) = 3
x2 + x− 2 függvény x0 = 0 középpontú Taylor-sorát és annak konvergenciasuga-

rát.
Megoldás. A nevezőt szorzattá alakítjuk, majd parciális törtekre bontunk: x2 + x− 2 = (x− 1)(x+ 2),

3
x2 + x− 2 = A

x− 1 + B

x+ 2 ,

3 = A(x+ 2) +B(x− 1) = (A+B)x+ (2A−B),
azaz A+B = 0 és 2A−B = 3. Az egyenletrendszer megoldása A = 1, B = −1. Ezt felhasználva

f(x) = 1
x− 1 −

1
x+ 2

= − 1
1− x −

1
2

1
1−

(
−x2
)

= −
∞∑
n=0

xn − 1
2

∞∑
n=0

(
−x2

)n
=
∞∑
n=0

(
−1− (−1)n 1

2n+1

)
xn.

A sor ott konvergens, ahol mindkét geometriai sor konvergens, tehát a konvergenciasugár 1.



4. Határozza meg az

x1 + 3x2 − x3 = −2
−2x1 − x2 + 4x3 = 1

3x2 + bx3 = −2
2x1 + x2 = a

egyenletrendszer megoldásszámát az a, b valós paraméterek függvényében.
Megoldás. A kibővített mátrixon Gauss-eliminációt végzünk:

1 3 −1 −2
−2 −1 4 1
0 3 b −2
2 1 0 a


s2+2s1
s4−2s1
s3·5∼


1 3 −1 −2
0 5 2 −3
0 15 5b −10
0 −5 2 a+ 4

 s3↔s4∼


1 3 −1 −2
0 5 2 −3
0 −5 2 a+ 4
0 15 5b −10


s3+s2
s4−3s2∼


1 3 −1 −2
0 5 2 −3
0 0 4 a+ 1
0 0 5b− 6 −1

 s4·4∼


1 3 −1 −2
0 5 2 −3
0 0 4 a+ 1
0 0 20b− 24 −4


s4−(5b−6)s3∼


1 3 −1 −2
0 5 2 −3
0 0 4 a+ 1
0 0 0 −5ba+ 6a− 5b+ 2


Az együtthatómátrix rangja a paraméterek bármely értéke mellett 3, ami megegyezik az ismeretlenek szá-
mával, tehát legfeljebb egy megoldás létezik. A kibővített mátrix rangja 3, ha −5ba + 6a − 5b + 2 = 0,
ilyenkor pontosan egy megoldás létezik, és 4, ha −5ba+ 6a− 5b+ 2 6= 0, ekkor az egyenletrendszernek nem
létezik megoldása.

5. Potenciálos-e az u(x, y, z) = (y2 − yz)i + (2xy + 3y2 − xz − 2yz)j + (−xy − y2)k vektormező? Ha igen,
határozza meg egy potenciálfüggvényét.
Megoldás. A vektormező mindenhol folytonosan differenciálható, tehát a potenciál létezésének szükséges és
elégséges feltétele rot u = 0.

rot u(x, y, z) =
(
∂uz
∂y
− ∂uy

∂z

)
i +
(
∂ux
∂z
− ∂uz

∂x

)
j +
(
∂uy
∂x
− ∂ux

∂y

)
k

= (−x− 2y − (−x− 2y))i + (−y − (−y))j + (2y − z − (2y − z))k = 0,

tehát létezik potenciál. Egy potenciálfüggvény

f(x, y, z) =
∫ x

0
ux(ξ, 0, 0) dξ +

∫ y

0
uy(x, η, 0) dη +

∫ z

0
uz(x, y, ζ) dζ

= 0 +
∫ y

0
(2xη + 3η2) dη +

∫ z

0
(−xy − y2) dζ

= xy2 + y3 − xyz − y2z.

6. Oldja meg a

y′ = e−x−y

differenciálegyenletet y(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.
Megoldás. Az egyenlet szétválasztható, átrendezve eyy′ = e−x, mindkét oldalt integráljuk:∫ x

0
ey(ξ)y′(ξ) dξ =

∫ x

0
e−ξ dξ[

ey(ξ)
]x
ξ=0

=
[
−e−ξ

]x
0

ey(x) − ey(0) = −e−x − (−1),

tehát

y(x) = ln(1 + e2 − e−x).



7. Határozza meg az y′′ − y′ − 2y = xe−x differenciálegyenlet általános megoldását.
Megoldás. Az egyenlet inhomogén állandó együtthatós lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom λ2 − λ− 2 = (λ+ 1)(λ− 2), tehát a gyökök −1 és 2. A homogén
egyenlet általános megoldása Ae−x +Be2x.
Az inhomogén tag polinomszor exponenciális, külső rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldását
kereshetjük y(x) = x(C0 + C1x)e−x alakban. A deriváltak

y′(x) = (C0 − C0x+ 2C1x− C1x
2)e−x

y′′(x) = (−2C0 + 2C1 + C0x− 4C1x+ C1x
2)e−x,

az egyenletbe behelyettesítve

(−3C0 + 2C1 − 6C1x)e−x = xe−x

adódik, ez akkor teljesül minden x-re, ha −3C0+2C1 = 0 és −6C1 = 1. Az egyenletrendszer megoldása C0 =
− 1

9 , C1 = − 1
6 , tehát az inhomogén egyenlet általános megoldása y(x) = − 1

9xe
−x − 1

6x
2e−x +Ae−x +Be2x.


