
Matematika szigorlat G – 2024. december 18.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszámítani két trigonometrikus alakban adott komplex szám hányadosát?
Megoldás. Ha z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) és z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), akkor z1

z2
= r1

r2
(cos(ϕ1−ϕ2) + i sin(ϕ1−

ϕ2)).
2. Írja le logikai jelek segítségével, hogy mit jelent az, hogy egy számsorozat divergens. Adjon példát korlátos

divergens számsorozatra.
Megoldás. Az (an) sorozat divergens, ha ∀A ∈ R∃ε > 0∀N0 ∈ N∃n ≥ N0 : |A−an| ≥ ε. Például an = (−1)n.

3. Mondja ki az egyváltozós függvényekre vonatkozó Newton–Leibniz-tételt.
Megoldás. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differenciálható (a, b)-n, deriváltja ott f és f integrálható,
akkor

∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).

4. Hogyan írható fel egy T szerint periodikus f : R→ R függvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszámolni az
együtthatóit?
Megoldás. a0 +

∑∞
n=1

(
an cos 2πn

T x+ bn sin 2πn
T x

)
, ahol

a0 = 1
T

∫ T

0
f(x) dx

an = 2
T

∫ T

0
f(x) cos 2πn

T
x dx

bn = 2
T

∫ T

0
f(x) sin 2πn

T
x dx

5. Definiálja a v1,v2, . . . ,vk vektorok lineáris függetlenségének fogalmát.
Megoldás. A v1,v2, . . . ,vk lineárisan függetlenek, ha α1v1 + α2v2 + · · ·αkvk = 0 esetén α1 = α2 = · · · =
αk = 0.

6. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x, y) kétszer differenciálható kétváltozós függvénynek az (x0, y0)
pontban lokális szélsőértéke legyen.

Megoldás. Ha f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0 és
∣∣∣∣f ′′xx(x0, y0) f ′′yx(x0, y0)
f ′′xy(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

∣∣∣∣ > 0, akkor az (x0, y0) pontban lokális

szélsőérték van.
7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormező vektorpotenciáljának létezésére a derivált segítségével.

Megoldás. Legyen v : D → R3 vektormező. Ha D konvex és div v = 0, akkor létezik a D tartományon
vektorpotenciál.

8. Mondja ki a vonalmenti integrálra vonatkozó Newton–Leibniz-tételt.
Megoldás. Ha v (skalár-)potenciálos vektormező, egy potenciálja u, és r : [a, b] → R3 térgörbe, akkor v
integrálja a görbe mentén u(r(b))− u(r(a)).

9. Mit értünk egzakt differenciálegyenlet alatt?
Megoldás. Egy P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 alakú differenciálegyenlet egzakt D ⊆ R2-en, ha létezik u : D → R,
amire P (x, y) = ∂

∂xu(x, y) és Q(x, y) = ∂
∂yu(x, y) teljesül. (Lokálisan ezzel ekvivalens: P ′y = Q′x.)

10. Definiálja a Lipschitz-folytonosság fogalmát.
Megoldás. Egy f : R → R függvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szám, amivel minden
x, x′ ∈ R esetén |f(x)− f(x′)| ≤ L|x− x′|.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = x arctan x függvény teljes függvényvizsgálatát.
Megoldás. Df = R, páros, nem páratlan, nem periodikus, az egyetlen zérushely a 0. A határértékek

lim
x→±∞

x arctan x =∞.

A deriváltak

f ′(x) = arctan(x) + x

1 + x2

f ′′(x) = 1
1 + x2 + (1 + x2)− x · 2x

(1 + x2)2 = 2
(1 + x2)2 .

f ′′ mindenhol szigorúan pozitív, tehát f ′ szigorúan monoton nő, másrészt f ′(0) = 0, tehát f ′ zérushelye
csak a 0.

(−∞, 0) 0 (0,∞)
f min
f ′ − 0 +
f ′′ + + +

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

arctan x = π

2

lim
x→∞

f(x)− π

2 x = lim
x→∞

arctan(x)− π
2

1
x

= lim
x→∞

1
1+x2

− 1
x2

= −1,

tehát +∞ irányában létezik ferde aszimptota, egyenlete y = −1 + π
2x. Mivel f páros, −∞ irányban is

létezik ferde aszimptota, egyenlete y = −1− π
2x. Rf = [0,∞), grafikon:

−2 −1 1 2

1

2

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ 1
1 + x+ 2

√
x

dx

Megoldás. t =
√
x, x = t2, dx = 2tdt helyettesítést alkalmazunk:∫ 1

1 + x+ 2
√
x

dx =
∫ 1

1 + t2 + 2t2tdt

=
∫ 2t

(t+ 1)2 dt.

Az integrandust parciális törtekre bontjuk:

2t
(t+ 1)2 = A

t+ 1 + B

(t+ 1)2

2t = A(t+ 1) +B = At+ (A+B),



amiből A = 2, A+B = 0 a feltétel. Az egyenletrendszer megoldása A = 2, B = −2. Az integrál tehát∫ 1
1 + x+ 2

√
x

dx =
∫ 2t

(t+ 1)2 dt

=
∫ ( 2

t+ 1 −
2

(t+ 1)2

)
dt

= 2 ln|t+ 1|+ 2
t+ 1

= 2 ln(
√
x+ 1) + 2√

x+ 1
+ C.

3. Határozza meg a
∞∑
n=0

2n2

3

(
11
12

)n
sor összegét.

Megoldás. Ha |x| < 1, akkor

x
d

dx

(
x

d
dx

1
1− x

)
= x

d
dx

(
x

d
dx

∞∑
n=0

xn

)

= x
d

dx

(
x

∞∑
n=1

nxn−1

)

= x
d

dx

∞∑
n=1

nxn

= x

∞∑
n=1

n2xn−1

=
∞∑
n=1

n2xn,

tehát
∞∑
n=1

n2xn = x
d

dx

(
x

d
dx

1
1− x

)
= x

d
dx

(
x

(1− x)2

)
= x(1 + x)

(1− x)3 .

A keresett numerikus sor x = 11
12 helyettesítéssel adódik:

∞∑
n=0

2n2

3

(
11
12

)n
= 2

3

11
12
(
1 + 11

12
)(

1− 11
12
)3 = 2024.

4. Adja meg a tér z = 0 síkra való tükrözésének az (2i + j + k, i + j + k, j) bázisra vonatkozó mátrixát, és
határozza meg a kapott mátrix sajátértékeit.
Megoldás. A keresett mátrix S−1DS, ahol D a lineáris leképezés mátrixa a standard (i, j,k) bázisban, S
pedig az áttérés mátrixa:

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 S =

2 1 0
1 1 1
1 1 0

 .
Az inverz meghatározásához Gauss-eliminációt végzünk a kibővített mátrxion:2 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

 s1−s3∼

1 0 0 1 0 −1
1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

 s2−s1
s3−s1∼

1 0 0 1 0 −1
0 1 1 −1 1 1
0 1 0 −1 0 2


s2↔s3∼

1 0 0 1 0 −1
0 1 0 −1 0 2
0 1 1 −1 1 1

 s3−s2∼

1 0 0 1 0 −1
0 1 0 −1 0 2
0 0 1 0 1 −1

 ,



tehát

S−1DS =

 1 0 −1
−1 0 2
0 1 −1

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

2 1 0
1 1 1
1 1 0

 =

 3 2 0
−4 −3 0
2 2 1

 .
Mivel a mátrix a D mátrix konjugáltja, a sajátértékeik megegyeznek. D diagonális, így a sajátértékek a
főátló elemei: 1 (kétszeres multiplicitással) és −1.

5. Integrálja az u(x, y, z) = −yi + xj− zk vektormezőt az r(t) = cos ti + sin tj + tk görbe t ∈ [0, 2π] paramé-
terértékeknek megfelelő darabján.
Megoldás. A derivált

ṙ(t) = − sin ti + cos tj + k,

a vektormező a görbén

u(r(t)) = − sin ti + cos tj− tk,

az integrál∫
u · dr =

∫ 2π

0
u(r(t)) · ṙ(t) dt

=
∫ 2π

0

(
sin2 t+ cos2 t− t

)
dt

=
[
t− t2

2

]2π

0

= 2π − 2π2.

6. Határozza meg az x4 + 2x2y2 + y4 ≤ z ≤ 2 − x2 − y2, y ≥ 0 egyenlőtlenség-rendszer által meghatározott
alakzat tömegközéppontját.
Megoldás. Hengerkoordinátákat használunk: r(r, φ, z) = r cosφi + r sinφj + zk, a Jacobi-determináns r, az
alakzatnak megfelelő paramétertartomány r4 ≤ z ≤ 2 − r2, φ ∈ [0, π]. A tömegközéppont koordinátái az
elsőrendű nyomatékok és a térfogat hányadosai. A szükséges integrálok:∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2−r2

r4
r dz dφ dr = π

∫ 1

0
(2− r2 − r4)r dr = 7

12π∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2−r2

r4
r cosφr dz dφdr = 0∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2−r2

r4
r sinφr dz dφdr = 2

∫ 1

0
(2− r2 − r4)r2 dr = 68

105∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2−r2

r4
zr dz dφdr = π

∫ 1

0

(
(2− r2)2

2 − (r4)2

2

)
r dr = 8

15π,

a tömegközéppont helye tehát
(
0, 272

245π ,
32
35
)
.

7. Határozza meg az y′ + e−xy′ + y = 2 differenciálegyenlet általános megoldását.
Megoldás. Az egyenlet elsőrendű lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétválasztható:

y′

y
= − 1

1 + e−x
,

mindkét oldalt integráljuk (t = ex, dx = 1
t dt helyettesítéssel)

ln y(x) = −
∫ 1

1 + e−x
dx = −

∫ 1
1 + t−1

1
t

dt = −
∫ 1
t+ 1 dt = − ln|t+ 1| = − ln(ex + 1) + C.

A homogén egyenlet általános megoldása y(x) = C 1
1+ex .

Az inhomogén egyenlet megoldását az állandó variálásának módszere szerint y(x) = c(x) 1
1+ex alakban

keressük, behelyettesítés után

(1 + e−x)c′(x) 1
1 + ex

= 2

c′(x) = 2ex, tehát c(x) = 2ex + C. Az inhomogén egyenlet általános megoldása y(x) = 2ex

1+ex + C 1
1+ex .


