Matematika szigorlat G — 2024. december 18.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha z1 = ri(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa +isin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Irja le logikai jelek segitségével, hogy mit jelent az, hogy egy szdmsorozat divergens. Adjon példat korlatos

divergens szamsorozatra.

Megoldds. Az (a,) sorozat divergens, ha VA € R3e > 0OVNy € Nan > Ny : |[A—a,| > e. Példdul a,, = (—1)™.

. Mondja ki az egyvaltozés fliggvényekre vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f; f(x)dz = F(b) — F(a).

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?

Megoldds. ag + fo:l (an Cos %T”x + b, sin %T"m), ahol
1 T
ag = T./o f(z)dx
2 [T 2
ap, = T/o f(z)cos %xdx

2 (T 2
b, = —/ f(x)sin T dx
0 T

T
. Definidlja a vy, v, ..., Vi vektorok linearis fiiggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + aovo + - - vy = 0 esetén o = g = -+ =
ap = 0.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer differencidlhaté kétvaltozos fiiggvénynek az (xq, yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

faz(@0,90)  fe (2o, 90)

Megoldds. Ha f(zo,y0) = f,(z0,y0) = 0 és af,”’(x ’y ) fg’x(x ’y ) > 0, akkor az (xq, yo) pontban lok4lis
zy\*0s YO yy \<0s YO

széls6érték van.

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd vektorpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon
vektorpotencial.

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormez, egy potencidlja u, és r : [a,b] — R3 térgorbe, akkor v
integralja a gorbe mentén u(r(db)) — u(r(a)).

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = 2u(z,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: Py = Q.)
Definiédlja a Lipschitz-folytonossidg fogalmét.

Megoldas. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
z, 2" € Resetén |f(z) — f(2')] < Lz — 2'|.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = xarctan x fiiggvény teljes fliggvényvizsgdlatat.

Megoldds. Dy = R, paros, nem paratlan, nem periodikus, az egyetlen zérushely a 0. A hatarértékek

lim xarctanz = oo.
r—+oo

A derivaltak

f(z) = arctan(z) + 1f7x2
" _ 1 (1+$2)—Z‘-2x_ 2
f<x)_1+x2 (1+22)2  (1+422)%

f” mindenhol szigorian pozitiv, tehdt f’ szigorian monoton nd, mésrészt f/(0) = 0, tehdt f’ zérushelye
csak a 0.

\ min /
f
i — 0 +
1" + + +
lim M — lim arctanz = —
T—00 I T—00 2
arctan(z) — = L
lim f(z)— T2 = lim g Uk lim 1+€2 =-1,
T—00 T—00 = T—00 — =5
x x
tehat +oo irdnyaban létezik ferde aszimptota, egyenlete y = —1 + Sx. Mivel f pdros, —oo irdnyban is

létezik ferde aszimptota, egyenlete y = —1 — S2. Ry = [0, 00), grafikon:

2,,

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/;dx
l+z+2yx

Megoldds. t = \/z, v = t?, dx = 2t dt helyettesitést alkalmazunk:

1 1
o= otdt
/1+x+2ﬁ . /1+t2+2t
2t
:/7&.
(t+1)2

Az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:

2t A N B
t+1)2 t+1 (t+1)2
2t =A(t+1)+B= At + (A+ B),




amibdl A =2, A+ B =0 a feltétel. Az egyenletrendszer megolddsa A =2, B = —2. Az integral tehat

/;dx_/idt
L+x+2yx ) (t+1)2

()

2
=2n|t+ 1|+ ——
L
2
=21 )+ ——+C.
n(vr + )+\/5+1+
— 2n? (11\"
3. Hatarozza meg a Z % (12> sor Osszegét.
n=0

Megoldds. Ha |z| < 1, akkor

d d 1 d d <,
mdx(xdxl—x>xdx<xdxzx>
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tehat

in%"—xi xi 1
— T Tdx dzl -z

~oi (7 57)
a(l+w)

- (-3
A keresett numerikus sor x = % helyettesitéssel adodik:
o0 11 11
Z% VY25 (4 5) g
3 \12 3 (1-1)° '
12

4. Adja meg a tér z = 0 sikra vald tikrozésének az (2i + j + k,i+ j + k,j) bézisra vonatkozé matrixat, és
hatarozza meg a kapott matrix sajatértékeit.
Megoldds. A keresett méatrix S—'DS, ahol D a linedris leképezés matrixa a standard (i, j, k) bazisban, S
pedig az attérés matrixa:

n=0

1 0 O 210
D=1|0 1 0 S=1(1 11
0 0 -1 1 10

Az inverz meghatarozasdhoz Gauss-eliminaciot végziink a kibovitett matrxion:

21 0]1 0 0 1 0 0[1 0 —1]s-s[1 0 0] 1 0 -1
1 1 1[0 1 of~™|1 1 1/0 1 o™ |01 1]-11 1
1 1 0/0 0 1 1 1 0[0 0 1 01 0[-1 0 2

1 001 0 -1 1 001 0 -1

22200 1 0|-1 0 2|%™010|-10 2|,

01 1]-11 1 00 1[0 1 -1



tehat

1 0 —-1](1 0 O 2 10 3 2 0
STIDS=|-1 0 2 01 0 11 1|=]-4 -3 0
0 1 —-1{(0 0 —-1|1]1 1 O 2 2 1

Mivel a matrix a D matrix konjugéltja, a sajatértékeik megegyeznek. D diagondlis, igy a sajatértékek a
f64t16 elemei: 1 (kétszeres multiplicitdssal) és —1.

. Integrélja az u(z,y, z) = —yi + xj — zk vektormez6t az r(t) = costi + sintj + tk gorbe t € [0, 27r] paramé-
terértékeknek megfelel6 darabjan.

Megoldds. A derivalt

7(t) = —sinti + costj + k,
a vektormez6 a gorbén
u(r(t)) = —sinti + costj — tk,

az integral

/u -dr = /0% u(r(t)) - r(t)de

2
:/ (sin®t +cos®t —t) dt
0

. Hatérozza meg az z* 4+ 22%y% + y* < 2 < 2 — 22 — 2, y > 0 egyenlStlenség-rendszer 4ltal meghatarozott
alakzat tomegkoézéppontjat.

Megoldas. Hengerkoordinatédkat haszndlunk: r(r, ¢, z) = r cos ¢i + rsin ¢j + zk, a Jacobi-determinéns r, az
alakzatnak megfelel§ paramétertartomany r¢ < z < 2 —r? ¢ € [0,7]. A témegkdzéppont koordindtai az
els6rendli nyomatékok és a térfogat hanyadosai. A sziikséges integralok:

1, p2—12 1 7
/// Td2d¢dT=7T/ 2—r*—rYYrdr=—n
o Jo Jra 0 12
1 ™ 2—r2
/// rcos¢rdzdedr =0
2—r? o 68
rsin¢grdzdeodr = 2 ( —r? —rHr?dr = 05
2-r? 9 _ 12)2 4\2
/// zrdzd¢dr:7r/ (2-r7) _(r) rdr:éw,
0 Jo r4 0 2 2 15

272 32
0, 2457 E)

. Hatérozza meg az y' + e %y’ + y = 2 differencidlegyenlet &ltaldnos megold4sat.

a tomegkozéppont helye tehat (

Megoldds. Az egyenlet els6rendii linearis, el6szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétvilaszthato:

v _ 1
y  l+ez’
mindkét oldalt integraljuk (f = e®, do = 1 dt helyettesitéssel)
1
1 =— der = — ——dt=—Injt+1| = —In(e* + 1) + C.
Ily((E) /1+6—x x /1+t 1t /t+1 n|+| n(e+)+
A homogén egyenlet altaldnos megoldésa y(z) = C 1= +ez .
Az inhomogén egyenlet megolddsat az dllandé varidldsdnak moddszere szerint y(z) = c(ac)H_—l alakban
keressiik, behelyettesités utan
1
1+e ) =2
(14 ) @) s
d(z) = 2e*, tehat c(x) = 2¢* + C. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa y(z) = 1+e“’~ + Cl—&-e*'



